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Notations et vocabulaire 

- designe la restriction de / au sous-ensemble A, 

- id-A : A ^ A designe I'application identite de A. 

o 

- A designe I'interieur de A et ^ son adherence, 

- TTo{A) designe I'ensemble des composantes connexes de A, 

- f : {A, B) {A' , B') designe le germe le long de B d'une application 
/ definie sur un voisinage U de Ar\ B, a, valeur dans A' et telle que 
JiA r\B)(lA'r\ B'. 

- D(e) le disque {z G C / |z| < e}, 

- Mr la 4-boule euclidienne fermee {(21,^2) € / 1^1^ + |z2p < 1}. 
Si X est une courbe holomorphe et y C X, alors 

- Sing(X) designe I'ensemble des points singuliers de X, 

- Comp(X) designe la collection des composantes irreductibles de X, 

- X', X" e Comp(X) sont dites adjacentes si X' nX" y^ij}, 

- vyiX') := #{Z) e Comp(X) | X" C Y, X"nX' / 0} est appele valence 
de X' dans Y, v{X") := vx{X"). 

Pour un feuilletage regulier Q d'une variete M et B C A C M, 

- Q\A designera la partition de A par les composantes connexes des inter- 
sections de A avec les feuilles de Q et sera appelee appelee la restriction 
de Q d A]\es elements de cette partition seront appeles feuilles de Q\a, 

- Satg(i?, A) d A designe I'union de toute les feuilles de Q\a qui contiennent 
un point de B et est appele sature de B dans A, 

- C <Z A est dit invariant par Q\a si Satg(C, A) = C . 

Si Q est un feuilletage singulier d'une surface complexe y et S" C ^ est une 
courbe holomorphe lisse, alors 

- 0{y, V) designe I'ensemble des applications holomorphes definies sur 
y et a valeurs dans une variete holomorphe V' , 

- Sing(^) designe I'ensemble des points singulier de Q, 

- Q^^s. est le feuilletage regulier de F \ Sing(^) defini par Q, 

- CS(^, S, s) designe Vindice de Camacho-Sad de Q le long de S au point 
s € 5, la courbe S etant supposee invariante, i.e. 5\Sing(^) est sature 
pour Q'^^^, cf. [1]. 

0. Introduction 

L'objet de ce travail est de donner une classification topologique complete 
des germes en G de feuilletages holomorphes singuliers non-dicritiques, 
sous des conditions de genericite tres faibles. Pour cela nous introduisons 
un invariant nouveau qui est une representation du groupe fondamental du 
complement aire des separatrices du feuilletage dans un groupe d'automor- 
phismes approprie, que nous appelons monodromie du germe de feuilletage 
et que nous notons '^'q ■ 
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En fait, I'origine de se travail fut la conjecture suivante, enoncee en 1986 
par D. Cerveau et P. Sad, dans [3], page 246. Elle concerne des germes de 
feuilletages T et T' donnes par des germes de formes differentielles holo- 
morphes cj et w' en (0, 0) G C^. 

Conjecture (Cerveau-Sad) : "Si lo et uj' sont topologiquement con- 
jugues et si uj est une courbe generalisee, les holonomies de chaque 
projectif ( en dualite) dans la desingularisation, sont conjuguees. " 

Elle est donnee sous deux formes, chacune avec des hypotheses de genericite 
naturelles qui portent sur le germe de feuilletage le long du diviseur ex- 
ceptionnel £j^, obtenu par la reduction Ejr : Bjr — > des singularites. La 
forme faible (conjecture A) suppose que les separatrices de ces feuilletages 
sont des courbes lisses deux a deux transverses : Ejr se reduit a un seul 
eclatement. La forme forte (conjecture B) demande seulement que le feuille- 
tage reduit T = E^^{F) sur Bjr ne possede pas de singularite de type noeud 
ni selle- noeud. 

La conjecture A fut resolue par I'un de nous dans [8]. Nous donnons ici 
une reponse positive a la conjecture B. Precisement, le theoreme I ci-dessous 
donne une liste d'invariants topologiques, qui resout cette conjecture. Le 
theoreme II enonce plus loin donne une classification topologique complete. 

Comme dans la situation consideree par D. Cerveau et P. Sad, nous nous 
restreignons a une classe "raisonnable" de feuilletages, que nous nommons 
de type general generiques. Les conditions (i) et (ii) de la definition de type 
general donnee en (1.1) permettent d'utiliser les resultats d'incompressibi- 
lite des feuilles de [9]. La condition supplement aire (iii) serf a donner des 
enonces plus simples ; elle pent etre levee en modifiant les hypotheses, mais 
pour les enonces que nous donnons dans cette introduction, elle sert surtout 
a pouvoir utiliser le theoreme de rigidite transverse demontre par J. Rebelo 
dans [13]. La condition de genericite est la suivante : 

(G) // existe une composante irreductible du diviseur exceptionnel de la 
reduction des singularites du feuilletage, dont le groupe d'holonomie 
n'est pas resoluble. 

Dans I'espace des coefficients du germe de 1-forme holomorphe definissant 
le feuilletage, cette condition est generique au sens de la topologie de Krull, 
d'apres [5]. 

Theoreme de rigidite transverse. [13] Toute conjugaison topologique entre 
de deux germes de feuilletages holomorphes non-dicritiques, dont les singu- 
larites locales apres reduction sont du type {Xiu + • • • )dv + {X2V + • • • )du 
avec A1A2 ^0, A1/A2 ^ IR<o qui verifient la condition de genericite (G) 
ci-dessus, est transversalement holomorphe. 

Un feuilletage satisfaisant les condition (i)-(iii) de (1.1) et la condition (G) 
ci-dessus sera dit de type general generique. 
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Theoreme I. Pour les germes de feuilletages J- de type general generiques, 
la famille 

formee : 

- du type topologique [5"^^]*°? du germe de I'immersion de la separatrice 
totale^ Sjr de T dans (C^,0), 

- des indices de Camacho-Sad CS{T, D, s) du feuilletage reduit T_ le long 
de chaque composante irreductible D du diviseur exceptionnel £jr := 
-£■^"^(0), en chaque point singulier s de T_, 

- des types analytiques locaux [Tg]^"^ de T_ en chaque point s G Sing(J^), 

- les types analytiques [T^j;, d]*^"^ c^es representations d'holonomies T-L^^d 
de chaque composante D de Ej, 

est un invariant topologique du germe T en € C^. 

La condition de genericite (G) est strictement necessaire dans le theoreme I 
compte tenu de la famille d'homeomorphismes ^{x^ y) = {xlxl"- , y\y\'') conju- 
guant les differentes singularites lineaires hyperboliques dont les indices de 
Camacho-Sad ne sont pas des invariants topologiques. 

Pour donner un sens a cet enonce, precisons la signification du terme "in- 
variant topologique" . Deux germes T et T' sont topologiquement conjugues, 
s'il existe un homeomorphisme : U ^ U', ^(0,0) = (0,0), entre deux 
voisinages ouvert de I'origine de C^, qui transforme toute feuille d'un repre- 
sentant du germe T sur U, en une feuille d'un representant de 

J-' sur U'. Nous demandons aussi que ^ preserve les orientations de et 
celle des feuilles. Cette hypothese est importante pour avoir I'implication : 
^ transversalement conforme =^ ^ transversalement holomorphe. Remar- 
quons aussi que si J- est donne par une forme differentielle holomorphe a 
coefficients reels alors I'homeomorphisme ^{x,y) = {x,y) conjugue T a lui 
meme, preserve I'orientation de mais reverse I'orientation des feuilles. II 
pent exister aussi des homeomorphismes conjuguant J- a lui meme qui ne 
preservent I'orientation de mais nous ne connaissons que le cas oii J- est 
regulier : T = {dx = 0} et ^(x, y) = (x, y) ou {x, y). 

Une telle conjugation topologique entre T et T' transforme Sjr en Sjn. 
On lui associe un homeomorphisme 

¥:£^^ £r' , ^'»(Sing(Z)) = Sing(Z') 

entre les diviseurs exceptionnels, qui est unique a isotopie pres ; cela grace 
au theoreme de marquage enonce ci-apres, obtenu dans un precedent travail 
[10]. L'invariance de SC{F) par la conjugaison ^ entre T et J-"', signifie 
alors que pour chaque composante D de et chaque point s € Sing(J^), 
les proprietes suivantes sont satisfaites : 
a) Q^{r,¥{D),¥{s)) = CS{T, D,s)) et = [ZJ 

1. Le germe Sjr — (UjSj,0) est forme des courbes analytiques irreductibles Sj in- 
variantes pour i.e. Sj \ {0} est une feuille de J-. Celles-ci sont en nombre fini, par 
I'hypothese de non-dicriticite. 
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b) il existe un germe de biholomorphisme ip d'un germe (A, m) de courbe 
transverse a Z? en un point m £ D \ Sing(^), sur un germe (A',m') 
de courbe transverse a D' := "^^{D) au point m' := ^'''(m), qui fait 
commuter le diagramme suivant : 



(1) 



n 



Diff(A,m) 



Diff(A',m') 



avec ipi,{(p) := ^ o o ^ ^ et ^^(7) := o j. 



Theoreme de marquage. [10] Soit S et S' deux germes de courbes ho- 
lomorphes d I'origine de C'^ et h : (C^, 0)^^(C^, 0) un germe d'homeo- 
morphisme tel que h{S) = S' . Designons par Es et Eg: les applications de 
reduction (minimale) des singularites de S, resp. S' . Alors il existe un germe 
d'homeomorphisme hi : (C^, 0)^^(C^, 0) tel que : 

(i) hi{S) = S' et les restrictions de h et hi aux complementaires de S et 
de S' sent homotopes, 

(a) E^} ohi oEs s'etend en un homeomorphisme d'un voisinage de Vg : = 
Eg^{S) sur un voisinage de E^;^(S'), qui est holomorphe sur un voi- 
sinage ouvert de Sing(I?) et qui est compatible aux fibrations de Hopf 
en dehors d'un autre voisinage ouvert de Sing(I?). 



Notons que SC{J-) est un invariant "semi-local", dans la mesure oii il ne 
tient compte que du comportement du feuilletage au voisinage de chaque 
composante de £jr, mais n'apporte pas d'information sur la combinatoire 
topologique globale de ces donnees. II ne pent pas raisonnablement consti- 
tuer, un invariant complet. L'idee cle sera de considerer la separatrice totale 
Sj: comme le "centre organisateur" de la topologie de ainsi que I'avait 
conjecture Rene Thom dans les annees 70. Le theoreme d'incompressibi- 
lite des feuilles de dans le complementaire de iSj-, que nous avons obtenu 
dans [9] et qui joue un role essentiel ici, indique que le groupe fondamen- 
tal du complementaire de Sjr "organise" la topologie des feuilles de J-. II 
suggere aussi la possibilite de remplacer la notion d'holonomie, par celle de 
monodromie. La premiere consiste en le pseudo-groupe des automorphismes 
locaux de I'espace, qui proviennent des ambiguite des integrales premieres 
(multiformes) . La seconde rend compte du groupe des automorphismes de 
I'ensemble des integrales premieres (multiformes), qui proviennent des am- 
bigui'tes de I'espace ambiant. De maniere generale nous definissons : 

Definition 0.0.1. Soient Q un feuilletage dijjerentiable M et q : M ^ M 
un revetement universel de M . Designons par Q le releve de Q sur M et 
par M /Q I'espace des feuilles"^ de Q. Nous appelons monodromie de Q le 



2. dont la structure, a part de celle d'espace topologique, sera precise en notre situation. 
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niorphisme 

mfj : Ant{M,q) Aut(M/g) , 

qui d un element (p du groupe des automorphisme du revetement q, fait 
correspondre 1' automorphisme de M /Q factorisant (p, i.e. o r = r o 

ip, oil T designe ['application qui d p £ M associe la feuille t{p) € M /Q 
contenant p. 

Dans [9] nous avons construit un systeme fondamental {Ua)a de voisi- 
nages de Sjr dans une boule de Milnor, tels que I'espaces des feuilles du 
revetement universel U* — )■ U* de U* := Ua\ Sj^, est une varietes holo- 
morphe, non-separee en general. La monodromie du feuilletage global J^\u* 
est done une representation de vri ([/*,•) a valeurs dans le groupe des auto- 
morphismes holomorphe de I'espace des feuilles de U*. Elle depend du choix 
de I'ouvert sur lequel est representee le germe J^. En passant en (2.1) a la 
categorie des pro-objets, nous germifions cette notion, ce qui nous permet 
de definir en (2.4.1) une notion de monodromie d'un germe de feuilletage. 
Nous definissons ensuite la notion cle de conjugaison geometrique de mono- 
dromies (2.5.1) qui est realisable sur des transversales (2.7.1) qui permet de 
comparer les monodromies de deux germes de feuilletages. La puissance de 
cette notion vient du fait qu'elle prend simultanement en compte les "struc- 
tures transverses des feuilletages" et la topologie du complementaire de leurs 
separatrices. Le theoreme principal de ce travail s'enonce alors : 

Theoreme II Si J- et T' sont de type general generique, les proprietes 
suivantes sont equivalentes : 

(1) T etT' sont conjugues par un germe d'homeomorphisme qui conserve 
les orientations de I'ambiant (C^,0) et celle des feuilles, 

(2) T_ et sont conjugues par un germe d'homeomorphisme transver- 
salement holomorphe qui preserve I' orientation, d'un voisinage du 
diviseur exceptionnel Ej sur un voisinage de Ejn , 

(3) il existe une conjugaison geometrique des monodromies des germes 
J- et J-' , preservant les indices de Camacho-Sad, qui est realisee sur 
des germes de courbes holomorphes transverses aux separatrices de 
T et r . 

En fait les theoremes (4.0.2) et (4.0.3) que nous demontrons sont plus 
precis que le Theoremes I et II, I'hypothese de genericite n'y figurant pas, 
mais ils s'enoncent de maniere plus technique. L'enonce de ces theoremes et 
la preuve des theoremes I et II sont faites dans le chapitre 4. 

Notons que le corollaire (4.0.5) garde tout son interet lorsque les germes de 
feuilletages T et T' sont identiques. Dans ce cadre il donne le resultat suivant 
sur le groupe Aut*|.(J') des germes d'homeomorphismes h : (C^,0) (C^,0) 
qui preservent les orientations et laissent J- invariant. 

Corollaire. Si J- est de type general generique, pour tout h € Aut'^(J^) il 
existe un homeomorphisme hi G Aut1_(J-') qui satisfait la propriete (ii) du 
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theoreme de marquage et qui est homotope d h en restriction au complemen- 
taire de la separatrice totale Sjr de T . 

Cette condition d'homotopie est donnee de maniere precise dans [10] ; elle 
equivaut a I'egalite, a automorphisme interieur pres, des applications in- 
duites par des representants des germes h et hi, sur le complementaire de 
Sjr dans une petite boule de centre 0. 

Dans un travail en preparation, nous pensons etendre ces resultats au cas 
des germes de feuilletages singuliers, le long d'une courbe compacte. 

1. Notions preliminaires 

Dans tout ce texte S C designe une courbe holomorphe fermee a sin- 
gularite isolee I'origine = (0, 0) de et B = Mr,, est une boule de Milnor 
fermee pour cette courbe, i.e. chaque sphere SB,., < r < ro, est transverse 
a S. Nous designons par Es : Bs ^ M> I'application de desingularisation 
(minimale) de S, i.e. le diviseur total Vg := E^^{S) est a croisement nor- 
maux. Nous notons Ss ■= Eg^(0) le diviseur exceptionnel et S := Vs \ £s 
le transforme strict de S. Nous adoptons aussi les conventions suivantes : 
pour un sous-ensemble A de M, ou A de Bs, 

(2) A* ■.= A\S et A* ■.= A\Vs. 

1.1. Incompressibilite des feuilles. Donnons-nous maintenant unfeuille- 
tage holomorphe singulier non-dicritique defini au voisinage de B, avec 
comme seule singularite et de separatrice totale le germe de 5 en ; cela 
signifie que les germes de courbes (holomorphes) irreductibles invariantes de 
J-, sont exactement les germes des composantes irreductibles de S. Designons 
par Ejr : Bjr — )• B I'application de reduction minimale des singularites de 
F et par F_ le feuilletage a singularites isolees sur Bj:, defini par E^^{F). 
Comme en [9] nous dirons que F est de type general, si les singularites de F_ 
qui ne sont pas linearisables, sont resonantes, precisement : 

(TG) en tout point singulier de T_, il existe des coordonnees holomorphes 
locales u, v telles que T_ soit localement defini par une 1-forme ho- 
lomorphe qui s'ecrit : 

(i) ou hien \iudv+\2vdu, awec A1A2 ^ Q<o (singularite linearisahle), 

(a) ou hien {\iu + ■ ■ ■ )dv + {X2V + • • • )du, avec Ai, A2 S N*, (selle 
resonante). 

En particulier F est une courbe generalisee dans la terminologie de [2] 
et Bjr = Bs, Es = Ejr. Pour simplifier le texte nous ferons I'hypothese 
supplementaire suivante : 

(iii) les singularites linearisables verifient : A2/A1 ^ M<o ; 

Cette hypothese n'est pas essentielle et on pent I'enlever a condition de faire 
des modifications mineurs convenables dans les enonces et les preuves des 
theoremes principaux. Ceci sera fait dans un travail ulterieur. 
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Fixons maintenant une courbe holomorphe S C IB non-necessairement 
irreductible, intersectant S, lisse et transverse a en dehors de S, qui satis- 
fait la propriete suivante (toujours realisee sous I'hypothese (hi) precedente) : 

a. pour tout voisinage ouvert W de S dans M, Satjr^^, (TiOW*, W*)US 
est aussi un voisinage (ouvert) de S dans M. 

Nous dirons qu'un voisinage ouvert U de S dans B est ,T,)-admissible, si 
pour chaque feuihe L du feuihetage reguher les proprietes suivantes 

sont satisfaites : 

b. L est incompressible dans U* , i.e. I'inclusion L <Z U* induit un 
monomorphisme TTi{L,p) ^ TTi{U*,p), p L ; de plus I'application 
TTi{U*,p) TTi(M*,p) induite par I'inclusion U* C B* est un iso- 
morphisme ; 

c. tout chemin trace dans L a extremite dans S*, homotope dans U* a 
un chemin trace dans T,* , est un lacet homotope dans L d un point. 

Nous designons par iljr ^ la collection des voisinages ouverts connexes de S, 
qui sont {T, S)-admissibles. 

La propriete c. ci-dessus, exprime la 1-connexite feuilletee de SnJ7* dans 
U*. Cette notion introduite dans [9], intervient de maniere essentielle dans 
ce travail. Le theoreme principal et le theoreme (6.1.1) de [9], peuvent se 
resumer par I'enonce suivant : 

Theoreme 1.1.1. Si J- est de type general, ilj- ^ est un systeme fondamen- 
tal de voisinages de S, dans la boule (fermee) de MilnorM. 

1.2. Espaces des feuilles. Pour toute la suite de cet article, nous fixons 
un revetement universel g : B* ^ B* de B*, que nous appelons le revetement 
universel de B* ; pour tout yl C B, nous noterons : 

(3) A*:=q-\A*) et ~ q^~^, A* ^ A* . 

Si [/ € iljr j], alors qu est un revetement universel de U* ; nous I'appelons le 
revetement universel de U*. Le groupe 

r := Autg(B*) 

des automorphismes du revetement q, s'identihe par I'application de restric- 
tion g g^jj^,, k chaque groupe Tfj des automorphismes du revetement qu. 
Aussi nous ferons I'identification : 

(4) Loo := \^U£Ut,i:^U - T . 

Sur B* considerons le feuihetage regulier J-", image reciproque de J- par 
q. Pour U € ilj^ ^, nous designons par J^jj sa restriction a U* et par 

(5) := (U* jTu) , Qu--U*^Q^, 

I'espace des feuilles de Tfj, muni de la topologie quotient et de I'application 
Qu de passage au quotient. Les proprietes a. b. et c. verifiees par les ouverts 
de iljr s'interpretent comme des proprietes du feuihetage J^c/, relativement 
a la transversale := 11* nU*, cf. [9], (6.2) : 
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- toute feuille de J-jj est simplement connexe ; 

- I'intersection d'une feuille de J-jj avec une composante connexe de 
est soit vide, soit reduite d un point ; 

- les restrictions de Qu aux composantes connexes de T,ij, sont des homeo- 
morphismes sur leurs images ; 

Les applications inverses des homeomorphismes qu forment visiblement un 
atlas liolomorphe de Qjj, definissant ainsi I'unique structure de variete ho- 
lomorphe (non-separee en general) telle que 

- pour toute application holomorphe g : D(l) — ?> U* , I'application com- 
posee Qu o g -.li^V) ^ est aussi holomorphe. 

II est clair que chaque element g de Tu laisse invariant le feuilletage J-u 
et se factorise en un element note g\j, du groupe AutAn(Q^) des automor- 
phismes holomorphes de Q^j. Dans [9] nous avons defini la monodromie de 
J-JJ, comme le morphisme de groupes 

(6) m^:Tu^ AutAn(Q^) , 9^9u- 

Cette representation de Vu est visiblement un invariant du feuilletage J-jj 
de I'ouvert U* . Pour obtenir un invariant du germe de F en 0, ou le long de 
S, nous allons "germifier" cette notion. 

2. Monodromie d'un germe de feuilletage 

2.1. Germification. L'ensemble ilj- j] est filtrant a droite pour la relation 
d'ordre U <V :<J=^ U . Les applications 

(7) Puv-.Q^^Q^, VdU, U,VeUT,^, 

qui associent a toute feuille L de J-y, la feuille de Tu contenant L, sont 
holomorphes, ouvertes et forment un systeme projectif que nous notons 

(8) ■■= ((Q^)^,^^^ ' iPuv),,v,Us,u.v) ■ 

Nous appelons ce systeme, pro-espace des feuilles de T . C'est un objet de 
la categorie ^js. des pro-objets associee a la categorie An des varietes holo- 
morphes (non-necessairement separees) et applications holomorphes. 

Rappelons que les objets de ^Ji sont les families projectives de varietes 
holomorphes ; d'autre part, etant donnes deux ensembles ordonnes filtrants 
a droite 21 et *B, ainsi que deux objets de ^ : 

M = ((Af„)^6a, iCaa')a>a') et M' = ((M^)^6>b, (C^^, )/3>/3' ) , 

I'espace des ^n-morphismes de M vers M' est par definition l'ensemble : 

(9) HomAn(M, M') := ^^jg^ l}^a& 0{M^, M'^) , 

ou 0(Mq, M^) designe l'ensemble des applications holomorphes de Ma dans 
M'p. Nous allons apporter quelques precisions sur cette notion dans les cas 
qui nous seront utiles. Pour plus de generalite, le lecteur pourra par exemple 
consulter I'ouvrage [4] de Regine et Adrien Doudy. 
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2.2. Pro-germes a I'infini. Soit T une variete holomorphe et K une sous- 
variete holomorphe de B*. Le systeme 

(10) {K,oo) := (^{K nU*)ueH:F,s^ i''Uv)u,VeiX:F,s,VcU^ , 

forme des applications d'inclusion ljjv de KOV* dans KOU* , est un objet de 
^ji. Nous appelons germe a Vinfini de K vers T et notons g : (X, oo) T, 
tout element de I'ensemble : 

(11) 0{{K, oo), T) := lu^U(,n^,^0{K nU*,T). 

En considerant T comme un systeme projectif constant, 0{{K, oo), T) s'iden- 
tifie trivialement a HomAn((i(r, oo), T). 

Remarque 2.2.1. Pour la topologie de K induite par B*, le pre-faisceau 
W 1-^ 0{{W,oo), T) n'est pas un faisceau et deux pro-germes distincts 
f,g& 0{{K, oo),T) peuvent coihcider, comme elements de 0{{K n Vj,oo), 
sur intersection de K avec chaque ouvert d'un recouvrement {Vj)j£j. En 
particulier, si K possede un nombre infini de composantes connexes K"', 
chacune d'elle verifiant q{K"^) fi /S 7^ 0, alors I'application de restriction 
0{K, 00) —7- Ho 0{K'^, 00) n'est jamais surjective. 

Supposons maintenant que T est contenu dans B*. Nous appelons pro- 
germe d Vinfini de K vers T et notons / : {K, 00) — t- (T, 00) les elements de 
I'ensemble 

0{{K, 00), (T, 00)) := HomAn((i^, 00), (T, 00)) . 
En d'autres termes, / est une famille de pro-germes 

f = {fv)vGU^,^ e n 0{{K,oo),TnV), 

telle que pour W CV, <^vw ° fw = fv-, ^wv designant I'application d'inclu- 
sion deTr\W dans T r\V . 

Remarque 2.2.2. Les memes notions avec la categoric Top des espaces 
topologiques et applications continues, definissent I'ensemble 

C°((K,oo), (r,oo)) :=HomTbp((i^,oo),(r,oo)) 

des pro-germes continus. 

Notons que le groupe des pro-germes a I'infini d'automorphismes de reve- 
tement, s'identifie canoniquement au groupe Too defini en (4) : 

(12) roo:i^{(/?GAutAn(B*,oo) |9^0(^ = g^} , 

: (B*, 00) — > B designant le germe a I'infini de I'application de revetement. 
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2.3. Pro-germes canoniques. Designons par r^.c/ : {K, oo) Q^j, U € 
i^J",S) le germe a I'mfini de la restriction k K de I'application de passage au 
quotient U Q^. L'element 

(13) TK := {t^,u)ugu^,^ e HomAn((i^,oo), Q^) C J] ^H^^^)^ Qu) 

sera appele le pro-morphisme canonique associe a K. La proposition suivante 
se deduit sans peine des proprietes du feuilletage Fu relativement a E^, 
enoncees en (1.1). 

Proposition 2.3.1. Si K est une composante connexe de S*, alors Tk est 
un monomorphisme de la categorie ^n . 

2.4. Monodromie du germe de J-". Soit g un element de Too et U, V 
deux ouverts de Uj^^s, V C U. Avec les notations (6) et (7) nous avons les 
relations de commutation : 

9u ° Puv = Puv o 5y G 0{Q^ , Q{j) . 
Ainsi, en notant 0{Q^, Q{j) := lin^ysit^^0(Q^, Q{j), les elements 

(7^00 := ^j^vigh o Puv) G 0{Q^, Q{j) 
forment une famille projective. Le ^n-endomorphisme 

(14) <7^=(<7^oo)c/6U^,.eEndAn(Q^)C J] 0{Q^, Q{j) , 

est inversible et, avec ces notations, son inverse est egal a (g~^)^ . Plus 
generalement, nous avons les relations de co- variance : 

[g ohf=g^oh\ g, /i G Too . 

Nous sommes maintenant en mesure de definir une notion de monodromie 
qui depend uniquement du germe de J- le long de S. 

Definition 2.4.1. Nous appelons monodromie du germe de J- le long de S, 
le morphisme de groupes : 

Tfs-^oo AutA2(Q^) , g^m^s ia) ■■= 9^ ■ 

2.5. Conjugaison de monodromies. Fixons maintenant, et pour toute 
la suite de cet article, une seconde courbe 5' C a singularite isolee {0}, 
ainsi qu'une boule de Milnor fermee B' pour S' . Designons encore par Egi : 
B'gi B', T)gi, Sg/, <S', respectivement : I'application de reduction minimale 
de «S", la transformee totale, le diviseur exceptionnel et la transforme stricte 
de S'. Pour qu'il n'y ait pas d'ambigui'te avec la notation (2), nous posons : 

(15) A*:=A\S', A*:=A\Vs', pour AcB' et A C Bg, . 

Fixons aussi un feuilletage J-' liolomorphe sur un voisinage de B', a singu- 
larite isolee {0}, non-dicritique, de type general et de separatrice totale S'. 
Considerons une courbe liolomorphe S' C B', S'nS" ^ 0, non-necessairement 
irreductible, lisse et transverse a T' en dehors de S' , telle que pour tout voi- 
sinage ouvert W de S' dans B', I'ensemble Satjr/^^ {W* n S', W*) U S' soit 

un voisinage (ouvert) de S' dans B'. Enfin designons par ilj-'^s' I'ensemble 
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des voisinages ouverts de S' dans M', qui sont (J^', E')-admissibles et fixons 
un revetement universel q' : B'* — )• B'*. Pour A cM' , nous posons : 

(16) A'^ := q'~\A*) , et q'^ := q'^^^ A'^ ^ A\ 

Comme en (4) et en (12), nous identifions la limite projective des groupes 
r'^ des automorphismes des revetements q'^,, avec le groupe des pro-auto- 
morphismes a I'infini de B', qui "respectent" le germe q'^ de q' a I'infini : 

^'oo ■= ^C/eu^,,s'^t^ ^ {y? G AutAn(B', oo) \qL°'P = QL} ■ 

2.5.1. Notions de conjugaison. Nous dirons que les monodromies DJl-g 
et ^g'l sont algebriquenient equivalentes, s'il existe des isomorphismes de 
groupes 

: Too ^r;^ et : Aut An ( ) ^ Aut An ( Q^,' ) 

satisfaisant la relation de commutation : f) o 9K^,' = dJlg o g. Si de plus il 
existe un element h de IsomAn(Q^, Q^), tel que f) soit le morphisme de 
conjugaison h^, 

(17) f) = /i*:99i->/io(^o , 

nous dirons que le couple (g, f)) est une conjugaison algebrique entre lUt^ et 

Definition 2.5.1. Une conjugaison geometrique des monodromies dJl-g et 
, est une conjugaison algebrique (g, f)) telle qu'il existe un germe d'homeo- 
morphisme g de (B, S) sur (B', S') preservant les orientations de M, B' et de 
S, S' et un pro-germe a I'infini g de (B*,oo) vers (M'*,oo) relevant g, i.e. 
q'oo°9 — 9°Qooj ^e/s que g soit egal au morphisme de conjugaison defini par 
9 ■■ 

(18) g = : Too ^ , ip^go^pog"^. 
Nous avons alors le diagramme commutatif suivant : 

Too AutAn(Q£) 

(19) 8=9.1 O 4,f) = h. . 

r'^ ^ AutAn(Q;^') 

Nous dirons que le triplet (g, K) represente geometriquement la conjugai- 
son (g, fi). 

Remarque 2.5.2. Si (f, t)) est une conjugaison geometrique entre Tl^ et 
Tig', , alors pour tout € Too et tout S T'^, les couples 

(f o o {if)) et (v o f, anf; ((/.') o f^) 

sont aussi des conjugaisons geometriques de ces monodromies, et (^^^^ de- 
signant ici les automorphismes interieurs de Too et de FJ^, definis respecti- 
vement par (p et par ip' . 
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Remarque 2.5.3. Soit Qt '■ U — )-Qt{U), C/ C B, une S-isotopie, c'est a 
dire une famille d'homeomorphismes dependant continument du parametre 
t € [0, 1], telle que : U et Qt{U) sont des voisinages ouverts de S dans B, 
00 = id[/, Qt{S) = S et, pour tout p € C/ n dM, @t{p) = P- Designons par 
Qt le plongement ouvert de U* dans B* qui releve @t, i-e. g' o 0^ = 0^ o g et 
tel que Qtip) = i> pour q(j)) € dM. II depend continument de t et ©o = id^j,. 
Alors, si {g,g,h) est une representation d'une conjugaison (0,t}), il en est 
de meme^ de {g o Qi,g o 0i,/i). On voit aussi que si 0^ : U' — >-0j(C/'), 
U' €M' , t £ [0, 1], est une S"-isotopie, alors (0^ o g, @[ og^ h) est encore une 
representation de (5, f)). 

2.6. Marquage d'un germe de courbe. Dans [10] nous avons defini la no- 
tion de marquage du germe de courbe (5', 0) par le germe {S, 0), comme une 
classe de la relation equivalence fondamentale. Celle-ci porte sur I'ensemble 
des germes de C'^-automorphismes de (C^, 0) qui transforment le germe {S, 0) 
en le germe (5",0). D'apres la proposition (2.8) de [10], (pQ est fondamentale- 
ment equivalent a (pi si et seulement si les proprietes equivalentes suivantes 
sont verifiees 

(1) il existe e > et une homotopie $ G C°(B* x [0,1], B'*) telle que 
$(•,0) et $(-,1) sont respectivement des representants des restric- 
tions au complementaire de S, des germes (f)Q et (pi ; 

(2) sur une houle B^, il existe des representants (j)^, (p^ des germes (po et 
(pi et pour toutp G B*, il existe un chemin a trace dans M'* d'origine 
(Pq{p), d'extremite (p^{p), tel que le morphisme : 7 i->- d~^v7vd fait 
commuter le diagramme suivant : 

7ri(B'*,^g(p)) 

i a* 
7ri(B'*,^^(p)) 

Remarque 2.6.1. Le morphisme g d'une conjugaison geometrique (g, f)) des 
monodromies Tl-g et OJl;^/', definit sans ambigui'te un marquage de (5', 0) par 
(S*, 0), que nous designerons aussi par g. 

Nous avons montre dans [10] que tout marquage pent etre represente par 
un homeomorphisme possedant de bonnes proprietes de regularite. Pour 
preciser celles-ci, fixons pour chaque composante irreductible D de TDg et D' 
de des germes de submersions holomorplies 

(20) TTB : (Ps, D)^D et t^d' : {Vs',D) ^ D' 

dont les restrictions a resp. D', sont I'identite. Nous les appelons /i6raiions 
de Hopf de D et de D' . Donnons nous aussi en chaque point s € Sing(P5) 
et s' € Sing('D5/), des cartes holomorphes {xs,ys) '■ Ws^^>]D'(l)^, {xs',ys') '■ 
Ws' — )-D(l)^, dont les domaines de definitions ne s'intersectent pas et telles 
que T>s et Vs' soient monomiaux dans ces cartes. Nous appelons^ systeme 

3. Les application induites (go Ot)* : Voo — !■ "dependent continument" de t, elles 
sont done constantes. 

4. Cette definition est moins riche que celle introduite en [10] 



TTi(M*,p) 



14 



DAVID MARfN ET JEAN-FRANgOIS MATTEI 



local, la collection de ces donnees : 

(21) C := {{ttd)d, ixs,ys)s) , C := {{■kd')d' , {^s' ,ys')s') ■ 

Definition 2.6.2. Un germe d'homeomorphisme g de ifi,S) sur (B',5") 
sera dit excellent dans les systemes locaux C et C , s'il se releve en un germe 
d'homeomorphisme G de {Bs,T>s) sur {B'g,,T>si) qui satisfait les proprietes 
suivantes : 

(1) G{Vs) = Vs' et G{Vs n W.) = P^' n s G Sing(p5), 

(2) sur un voisinage de Smg{T)s), G est holomorphe et verifie les egalites^ : 
Xs' oG = Xs, Vs' oG = ys, 

(3) en restriction a un voisinage de Vadherence de Vs \ UsGSing(X's) 
G commute aux fibrations de Hopf, i.e. ttg{d) o G = G o ttd, 

Les systemes locaux C et C etant fixes, le theoreme de marquage evoque 
dans I'introduction s'ecrit maintenant de maniere precise. 

Theoreme 2.6.3. [10] Tout marquage de S' par S, possede un representant 
excellent dans les systemes locaux C et CJ . 

Corollaire 2.6.4. Toute conjugaison geometrique des monodromies SOT^ et 
9Jt^,', peut etre representee geometriquement par un triplet {g,g, h) ou g est 
excellent dans les systemes locaux L et CJ . 

Remarque 2.6.5. Notons que d'apres le corollaire (3.19) de [10], un mar- 
quage equivaut aussi a la donnee d'un isomorphisme entre les groupes fon- 
damentaux de B* et de B'*, qui respecte les structures peripheriques et les 
meridiens canoniques, cf. section (3.3) de [10]. Cette notion se traduit ici 
par la donnee de collections Per(5) et Per(S") de sous-groupes de F et F', 
que le lecteur pourra preciser apres avoir lu le chapitre (5). II vient alors : 
- une conjugaison algebrique (g, f)) entre Tl^ et Tl^', , est geometrique si 
et seulement si q respecte les structures peripheriques, i.e. 0(Per(S')) = 
Per (5'). 

On voit facilement que la classe d'isotopie de la restriction aux diviseurs 
totaux d'un representant excellent d'un marquage de (5",0) par (5,0), ne 
depend pas du choix de ce representant. Un marquage definit ainsi un "mar- 
quage semi-local" au sens developpe par M. Seguy dans sa these [14]. 

2.7. Realisation de conjugaisons. Solent V C M et V' C W tels que 
V* n S et V* n S' soient non-vides. Designons par F^« ^, resp. F-,^ , le 

sous-groupe de AutAn(V^*i oo), resp. AutAn(^'*5 oo), constitue des germes 
a I'infini if qui satisfont : (?oo ° V = Qoo, resp. q' o tp = q'^. Visiblement 
les applications de restriction definissent des monomorphismes de groupes 
.:Foo^F^.^^et.:F'^^F'^,^^^. 

Definition 2.7.1. Une conjugaison (g, [)) des monodromies et 9Jt^,', est 
dite realisable sur les germes {V, S) et {V' , S'), s'il existe un triplet {ip, ip, h) 



5. Cette propriete ne figure pas dans [10], mais elle est satisfaite par rhomeomorphisme 
construit dans la demonstration du theoreme (2.6.3). 
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constitue : d'un ^n-isomorphisme h de sur tel que t) = h^^, cf. (17), 
d'un germe d'homeomorphisme ip de {V,S) vers {V',S') et d'un pro-germe 
d I'infini € HomTop((^*, oo), {V*, oo)) relevant ip, i.e. q'oo ° '4' = 4' ° Qoa, 
tels que les les diagrammes suivants soient commutatifs : 

iV*,oo) iV'*,oo) ^ ^V*,oo 

A Q^' r'^ ^ T'~ 

-^oo ^ -^oo °° V*,oo 

oil Ty* et Ty'* sont les pro-germes canoniques definis en (2.3) et ip^ est le 
morphisme de conjugaison (p i— ?• ipoipoip~^. Nous dirons alors que le triplet 
{ip,ip,h) est une realisation de (g, f)) sur les germes (V^S) et (V'^S'), ou 
plus simplement sur V etV' . 

Remarque 2.7.2. Si g : (B,5) — >• (B',5") designe une conjugaisons trans- 
versalement holomorphe entre J- et J-' , tout releve g : (B*, oo) — t- (B'*, oo) de 
g, definit un -^n-isomorphisme h de sur . Le couple (^*, /i*) forme des 
isomorphismes de conjugaison (18) et (17), est une conjugaison geometrique 
entre les monodromies de ces germes de feuilletages et (g, g, h) realise cette 
conjugaison sur B. 

Remarque 2.7.3. Si W est une sous variete de V telle que W* PI 5 / 0, la 
restriction {'^p\^^r,'^p^yj^^,h) d'une realisation {ip,ip,h) de (fl, f)) sur (F, S), est 
une realisation de (g, \]) sur W et ip{W). 

Appelons T-isotopie toute 5-isotopie @t ■ U ^ ©j([/), U C B, au sens 
de (2.5.3), qui satisfait la propriete supplementaire : pour tout p G U, I'ap- 
plication [0, 1] 9 t i-> Qt{p) est a valeurs dans une feuille de T. On definit 
de meme la notion de J^'-isotopie. Nous avons la propriete d'invariance sui- 
vante : 

Proposition 2.7.4. Soit Gt : U ^ Qt{U), resp. Q't : U' ^ &'t{U'), t G [0, 1], 
une J--isotopie resp. J-' -isotopie, definie sur un voisinage ouvert U D S de 
M, resp. U' D S' de B' et soit {g,g,h) une realisation d'une conjugaison 
(g, {)) des monodromies de J- et T' , sur des sous-ensembles V et V de B* 
etW*. Alors {e[ o g o ,@[ og o ,h) est une realisation de (g, f)) sur 
les germes Oi(^) et Q'^^{V'), les releves Qt et @[ etant definis comme en 
(2.5.3). 

Preuve. L'idee de la preuve est simple : d'une part @t preserve les feuilles de 
ce qui donne la commutativite du diagramme (*)q/ ogoe~^ ' d'autre part, 

la remarque (2.5.3) donne I'egalite (G'^o^oG)"^)^ = g^, d'ou la commutativite 
du diagramme Nous laissons les details de cette preuve aux 

soins du lecteur. □ 

3. MONODROMIE ET HOLONOMIES PROJECTIVES 

3.1. Representation d'holonomie d'un bloc de JSJ. Tout d'abord, 
quelques rappels de vocabulaire : pour une courbe V, la valence d'une com- 
posante (irreductible) D est le nombre v{D) des autres composantes qui 
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I'intersecte ; une chaine est union connexe maximale de composantes de 
valence deux ; une branche morte M. est une union connexe maximale de 
composantes compactes qui sont valence deux, sauf I'une d'elles qui est de 
valence un ; elle intersecte le diviseur exceptionnel £s en un point, appele 
point d'attache de Ai, situe sur une composante de T>s de valence > 3. 

Soit F : B — 7- C, resp. F' : M' C, une equation holomorphe reduite de 
S, resp S', et £, C des systemes locaux notes comme en (21). Pour e > 
assez petit, les hypersurfaces reelles lisses {\F o Es\ = e} et o Es'\ = e} 
"bordant" les tubes de Milnor de Vs et Vs' 

(22) Te := {\F o Es\ < e} C Bs , := {\F' o Eg'] < e} C Bg' , 

sont transverses aux hypersurfaces {\xs\ = 1}, {\ys\ = 1} et {\xs'\ = 1}, 
{\ys'\ = 1}, pour tout s G Sing(P5'), s' € Sing(D5/), ainsi qu'aux spheres 
Eg^{dM) et E-}{dn'). 

Conventions 3.1.1. Pour A C Te et A' C nous notons : 

A* := q-\Es{A)) , I'* := q'-\Es'{A!)) , 
et nous designons par q et par q' les revetements (universels) suivants : 
q := E-' o q^^, : f/ T/ , g' := E'^ o g',^,,^ : f't' T't> • 

Etant donnes cps '■ iA,'Ds) {A',T>s') un germe d'homeomorphisme et 
(poo '■ {A*,oo) — )• {A'*,oo) un pro-germe d Vinfini qui releve (ps, nous dirons 
que le triplet {(ps, <t>oo-, h) realise la conjugaison (g, f)) sur ^ et si le triplet 
{<P^S^ "i^oo' ^^^'^ "^5 J^S'°4'S°Es~^t, est une realisation de la conjugaison 
(g,[l) surEs{A) et Es>{A'). 

Soit D une composante de "Ds de valence > 3, sur laquelle s'attache 
v{D) — r{D) branches mortes ; ordonnons les points de Sing(P5) D en 
si, . . . , de sorte que {sj \ j > r{D)} soit I'ensemble des points d'attache 

d'une branche morte. Nous notons : 

(23) D^:=D\ u;L?{|x.,| < 1} , Z)° := Z? \ U^^Hl^s.l < 1} • 

Nous supposons aussi que pour j = 1, . . . ,v{D), yg. = est une equation 
locale de D. 

Definition 3.1.2. Nous appelons ici bloc de Jaco-Shalen-Johannson (JSJ 
en abrege) de 71 associe k D et designons par Bd^e), Vadherence de la 

composante connexe de % \ U^-^^{|xsj| = 1}, qui contient DK De meme 
B{e)* sera appele bloc de JSJ de 7^* associe a D. 

Fixons desormais e > 0, tel que Te soit contenu dans I'ouvert B G Z/f,s fixe 
au paragraphe (1.2). Notons desormais Bu et T, pour B£){e) et %■ Quitte 
a restreindre de nouveau e > 0, T satisfait les proprietes suivantes, cf. par 
exemple [9] : 

- T est un retract par deformation de Bs et pour < e' < e, B£){e') et 
T' sont des retracts par deformation de Bo et T respectivement ; 

- B^ est incompressible dans T* -et done aussi dans Eg'^{M*) et dans 

Es'm-, 
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- une presentation par generateurs et relations du groupe fondamental 
de B'^, pent etre obtenue de la maniere suivante : on trace dans Bjj n 
7rJj^{D°) des lacets 71, . . . ,7„(_d) de meme origine m, dont les projection 

o 

■kd ° Ij bordent des disques conformes fermes Vj C D, tels que Vj H 
Sing(D5) = Vj n Sing(Ps) = {sj} ; puis on trace dans la fibre A := 
7r^^(mo), tuq := 7r£){m), un lacet c d'origine m et d'indice 1 autour de 
niQ ; on a : 

■^i{Bh,m) = (c, 7i,---%(D) I [ij, c] = 1,7^' =c'"=) , 

k = r{D) + l,...,v{D) 

oil pgcd(pk,qk) = 1 et — ^ est I'indice de Camaclio-Sad de le long 

Pk 

de D, au point ; 

- le germe de T en chaque point Sr(D)+i) • • • i ■s?;(d)) possede une integrate 
premiere holomorphe qui s'ecrit x^'^y'^'' A{x,y), A{0,0) ^ 0. 

Visiblement le noyau de la representation d'holonomie ^ de T le long de D°, 

(24) Ud ■■ -^1(0°, mo) = Z7^(z))+i * • • • * I^iy^D) — > Diff(A, mo) , 

contient le sous-groupe normal engendre par les elements 7^*°, pour k = 
r{D) + 1, . . . ,v{D). Le morphisme T-Ld se factorise en un morpliisme T-L^^ 
defini sur le ni-orbifold de D^, 

ttT^dK mo) := MD°, mo)/ « 7,";^ , • • ■ » • 

De meme, le morphisme vr/j* de 7ri(i?/3 n7r^"'^(Z)°), m) sur 7ri(-D°, mo) donne 
par la fibration ttd, induit un morphisme vr^^ donnant la suite exacte : 

(25) 1 ^7ri(A*,m) = Zd — > tti{B}), m) ^7r^'^{D^, mo) ^ 1 . 

Definition 3.1.3. Nous appelons representation d'holonomie de le long 
de realisee sur la transversale A, le morphisme T-Lbq '•— ° ^i)* ? 

Ubd '■ TTii^h, ITT') — > Diff(A, mo) , 7 ^ '^BdH) = 'Hd{t^d ° 7)- 
3.2. Holonomie-etendue et monodromie. Avec les conventions (3.1.1) 
et les notations precedentes, designons par (^*")Q,g7ro(A*) (^-^i^^^^eTroCB* ) 
les collections des composantes connexes de A*, resp. de B'^. Grace a I'in- 
compressibilite de B'^ dans i?^^(B*), la restriction de g a chaque compo- 
sante B'^ est un revetement universel de B^. Ainsi, une fois donne un point 
m e B^ et m e q~^{m) D B*j^ , le groupe Too s'identifie canoniquement a 
7ri(7^,m) ~ 7ri(]B*,m) et le sous-groupe Too{/3) forme des elements ip de 
Too qui laissent B"^ invariant, s'identifie a 7ri(i?|),m). Pour A*" C B"^ et 
m choisi dans A*", la suite suivante est exacte : 

(26) 1 roo(/3, a) TM ^ T^T^'iDl mo) ^ 1 , 



6. 'Hoi'f) est I'application qui associe a un point p de A, I'extremite du chemin d'origine 
p, obtenu en relevant 7"^ dans la feuille de T_ contenant p. 
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avec roo(/3, a) — 7ri(A*,m) designant le sous-groupe des (/9 G ^oo{P) qui 
laissent A*" invariant et a le morphisme bien defini en posant : 

designant un chemin trace dans , d'origine fh et d'extremite ip(fh). 

Proposition 3.2.1. Soient A*°' , A*"' contenus dans une meme composante 
B*j^ . II existe un unique pro-germe h^'a '■ (A*°,oo) — > (A*° ,00) qui com- 
mute aux pro-germes canoniques definis en (2.3) : r^,^/ o haia = t^*^- 

Preuve. Soit U G itj- s, notons U := E^^(U) et designons par W^' le sature 
de A*"' n U* dans B*^ D U* . L'application 

hu : D^'° := VF^' n A*" ^ A*"' 

de transport suivant les feuilles de est definie sans ambiguite, car 

celles-ci intersectent chaque transversale A*" et A*" en au plus un point, 
cf. (1.2). Nous allons voir que D^" contient toujours un ouvert non-vide du 
type V* n A*°^, avec V := Eg^{V), V G ilj-s. Pour conclure, il suffit alors 
de poser : 

K'a = ( lii^y )(/gu^ J, , avec hvu ■■= hu\~^^^^^ : V* n A*" A*"' . 

Soit if G rcx)(/3, a). Choisissons V G ilj- j], F C C/, assez petit pour que 
tout p G y n A* soit I'origine d'un chemin, note 7p, d'extremite sur A*, 
trace dans une feuille de la restriction de ^ a B*j^ n f/ n 7r^^(D°) et tel que 
la classe de -kd o dans tt'^^{D^ ,mQ) soit egale a cr{<f). Le releve /ip de 7p 
dans i?^'^, d'origine un point quelconque p de n A*", est contenu dans 

une feuille de T_. Nous allons voir que son extremite, qui est egale a hu{p), 
appartient toujours a A*" ; il en resultera I'inclusion D^" D n A*°. 

Dans A* tragons un chemin ^ d'origine /Xp(l), d'extremite un point de 
g~^(?7i), ainsi qu'un chemin 6 d'origine un point de q~^{m) et d'extremite p. 
La classe d'homotopie ( G 7ri{B'^,m) du lacet ( := q o (^5 V fip \/ ^), verifie : 

ou ttd o 7p designe la classe de tto o7p dans 7r°'''^(D'*, mg). Soit un chemin 
dans -B*^ joignant m a ip{m). D'apres (25), la classe du lacet q o dans 

7ri(i?|), m) differe de C, d'un element de 7ri(A*,m) ; les chemins de meme 
origine 5V jipV et ont done leurs extremites sur une meme composante 

connexe de A* ; il en est de meme de /ip et fi^ ; d'oii la conclusion. □ 

Remarque 3.2.2. Pour trois composantes A*"^, A*"', A*"" contenues dans 
B"^ , nous avons la relation : 

ha"a' O f^a'a — ^a"a ■ 

D'autre part, Paction de Too laissant invariant les constructions ci-dessus 
sont "compatibles" avec Taction de Toa[f3). Plus precisement, avec les memes 

7. Notons que Voo{l3,a) est bien distingue, car 7ri(A*,m) est le centre de ■ki{B''j^)\ 
cela signifie que tout tp G Vooifi, a) laisse invariante toute composante A*" C Bjf ■ 
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notations, pour £ Tca{/3) le chemin ipo fj,p est egal au chemin Ai^(p), c'est a 
dire au chemin d'origine (p{p) € ip{A*°'), d'extremite dans ip{A*" ), obtenu 
en relevant 7p. Ainsi, si I'on designe par 93, : 7ro(A*)^^7ro(A*) la bijection 
induite par on a : 



99- 



On en deduit directement que I'application suivante : 

HI : TM Aut(A*", 00) , ip ^ o ip = h 

est un morphisme de groupes. 



Definition 3.2.3. Nous appellerons T-L'^), le morphisme d'liolonomie-etendue 
de D, realisee sur A*". 

Pour justifier ce vocabulaire, notons que si G 7ri{B'^,m) et ip & TadP) sont 
tels que 7r^^(/i) = a{ip), alors 'Hf){(p) est le releve sur la composante A*", 
consideree comme revetement universel de A*, du germe de diffeomorphisme 
d'holonomie T-LbuO^)- obtient finalement le diagramme commutatif : 

(A, mo) (A*°,oo) ' Qi 



-00 



(A, mo) 



(A*°,oo) 



0^ 



3.3. Relations entre conjugaisons d'holonomies et de monodro- 
mies. Avec les notations du chapitre 2, supposons donne une conjugai- 
son geometrique (s, f)) entre les monodromies OJT;^ et de T et T' , 

que Ton suppose de type general. Grace au corollaire (2.6.4), donnons- 
nous une representation geometrique {g,g,h) de (0,[)), cf. (2.5.1), oir g : 
(B, S) (B', S') est un germe d'homeomorphisme excellent et designons 
par G : (83,^)3) {B'g,,Vs') son releve sur les resolutions des singularites. 
Soit (A, mo), mo ^ Sing(!D5) une fibre de la fibration de Hopf d'une com- 
posante D de Vs, telle que (A',mo) := (G(A),G(mo)) soit aussi une fibre 
de Hopf de D' := G{D). Enfin, identifions A et A' a leurs images Es{A) et 
i?5"(A') par les applications de reduction. 

Theoreme 3.3.1. S'il existe une realisation {ip,ip^h) de (g, f)) sur A et 

A', alors ip, avec la restriction : D — >D' , conjugue les representations 
d'holonomie associees aux composantes D et D' , i.e. le diagramme suivant 
est commutatif : 

Hd 



vri(D°, mo) 



DifF(A,mo) 



^i(^'°, mo) 



(5 



DifF(A',m^; 
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ou := ip o if o ip ^ et G^, est induit par la restriction de G a D° , cf. 

(23). 

Preuve. Soit 7 G tti{D° ,mo), ft G ■Ki{B'^,m) et 99 € TooiP), tels que 
7r^^(/i) = a{ip) = 7 -et ainsi l-LBoiP) — T^dH)- Considerons le diagramme 
de la figure 1 ci-dessous. Les deux cotes frontaux sont constitues des dia- 



(A*, mo) ^ (A*, mo) 




Figure 1. Diagramme concernant les conjugaisons des ho- 
lonomies et monodromies. 

grammes commutatifs (o)^ et (o)g(^) ; les deux cotes lateraux sont constitues 
du diagramme commutatif (*)^ et de celui exprimant que releve "0 ; la com- 
mutativite du diagramme horizontal de base, 

resulte de la commutativite de (**)^- Les pro-germes canoniques r^,^ et 
T^:*a' etant des monomorphismes d'apres (2.3.1), le diagramme horizon- 
tal median est aussi commutatif : V ° "^ciif) = T~^d' ° ^- en deduit la 
commutativite du diagramme horizontal superieur : 
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car les pro-germes q et q' sont des epimorphismes. D'ou la conclusion. □ 

— oo — oo 

4. ENONCES des RESULTATS et PREUVE des THEOREMES I ET II 

Conservons les notations relatives aux germes de feuilletages T et T', que 
nous avons introduites dans chapitres precedents, en particulier les notations 
(2), (3), (15) et (16). Nous allons enoncer ici les theoremes principaux de ce 
travail sous leurs formes la plus generale. lis impliqueront les theoremes I et 
II enonces dans I'introduction. 

Theoreme 4.0.2 (d'invariance). Supposons que J- et T-' sont de type 
general, i.e. Us satisfont les proprietes (i)-(iii) de (1.1) et qu'ils sont conju- 
gues par un germe d'homeomorphisme "if : (C^, 0)^^(C^, 0) transversale- 
ment holomorphe et preservant V orientation de C^. Soit g : (C^,0) — )-(C^,0) 
un germe d'homeomorphisme excellent fondamentalement equivalent a ^, 
of. (2.6); notons G : {Bs,Vs) {B's,,Vs') son releve : Es' oG = o Es. 
Alors : 

(1) pour toute composante irreductible D de Ds tout point singulier 
s € Sing(^) f] D, on a I'egalite des indices de Camacho-Sad : 

{*)s CS{Z,D,s) = CS{Z:, G{D),G{s)), 

(2) il existe une conjugaison (g, f)) des monodromies et Dytg, , reali- 
see sur des transversales a S et a S' , en des points m etm' ^ (0, 0), 
telle que ^ soit un representant de g. 

Le theoreme suivant pent etre considere comme une reciproque de celui-ci. 

Theoreme 4.0.3 (de classification). Soit (0,f}) une conjugaison geome- 
trique des monodromies Wl^ et dJlg, de deux feuilletages de type general, qui 
possede une realisation {il),ip,h) sur des courhes holomorphes S et E', lisses 
et transverses aux feuilletages en des points m £ S \ {0} et m' € 5' \ {0} de 
leurs separatrices. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites, 
{g,g,h) designant^ une representation geometrique de (0,f)) .' 

(1) g{m) et m' appartiennent a la mime composante irreductible de S' , 

(2) pour toute composante irreductible S de S, on a I'egalite des in- 
dices de Camacho-Sad : CS(J^, 5,s) = CS(^', 5', s'), oil S, resp. S' , 
designe la transformee stricte de S, resp. g{S) et s G Sing(^), resp. 
s' £ Sing(^') son point d'attache au diviseur exceptionnel. 

Alors il existe un homeomorphisme ^ d'un voisinage ouvert U de S sur un 
voisinage ouvert U' de S' et un releve ^' : U*^^U'* de ^, tels que : 

(a) ^'(SnC/) C S'nC/', le germe en m de ^'|Enc/ est egal dip et le germe 
a I'infini de est egal a ip, 

(b) ^ est excellent, conjugue a J-'^^, et est transversalement holo- 
morphe, 

(c) si designe le germe de ^ le long de S et le pro-germe a 
I'infini de alors (^'5, ^'oo, h) est une realisation de (g, fj) sur U et 
U'. 



8. Les proprietes (1) et (2) sont independantes du choix de cette representation. 
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En fait nous prouverons en (6.3), que la condition (2) du theoreme de clas- 
sification equivaut a I'assertion (1) du theoreme d'invariance. 

Le lien entre de ces theoremes avec les theoremes I et II de I'introduction 
provient des proprietes de rigidite transverse generiquement satisfaites, que 
nous allons preciser. 

Definition 4.0.4. Nous dirons que le germe de T en (0, 0) est transversa- 
lement rigide, si tout germe d'homeomorphisme conservant les orientations 
de (C^,0) et celle des feuilles, qui conjugue F d un germe de feuilletage de 
type general est transversalement holomorphe ; 

D'apres le theoreme de J. Rebelo [13] cite dans I'introduction, I'existence 
d'une composante irreductible de T>s dont le groupe d'holonomie est non- 
resoluble, suffit a assurer la rigidite transverse de T. La genericite de cette 
propriete, au sens de la topologie de Krull, est prouvee dans [5] . Remarquons 
que d'autres conditions interessantes, mais plus particulieres, induisent aussi 
la rigidite transverse du feuilletage, cf. la monographic de F. Loray [6]. 

Corollaire 4.0.5. Soient T et T' deux germes de feuilletages transversale- 
ment rigides, de type general, qui sont conjugues par un germe d 'homeomor- 
phisme preservant les orientations de et des feuilles. II existe alors 
un germe d'homeomorphisme excellent ^ qui conjugue T dT' et qui est fon- 
damentalement equivalent a cf. (2.6). En particulier, si '^^ : T>s — >T^s' 
designe la restriction aux diviseurs totaux du releve de ^ sur les reductions 
des singularites, on a : 

(i) pour tout s € Sing(J-'), le germe de T_ au point s et celui de au point 
^^(s), sont holomorphiquement conjugues ; 

(a) pour toute composante irreductible D de T>s, les representation d'ho- 
lonomie %£, et 'H^tt(z)) definies en (24) sont holomorphiquement con- 
juguees, via "^K 

Cette derniere assertion signifie que si A et A' sont des courbes holomorphes 
transverses a D et D' := ^'^(L'), en des points m ^ D \ Sing(^) et m' := 
^'''(m), le diagramme (1) de I'introduction est commutatif. 

Preuve. On applique d'abord le theoreme d'invariance, puisque ^ est trans- 
versalement holomorphe ; ensuite, on applique le theoreme de classifica- 
tion. □ 

Notons que ce corollaire est une formulation plus precise du theoreme 
I enonce dans I'introduction. D'autre part, grace au theoreme de rigidite 
transverse, le theoreme II resulte des theoremes d'invariance et de classifica- 
tion ci-dessus, appliques avec I'hypothese supplementaire de genericite (G) 
citee dans I'introduction. 

5. Structure peripherique d'un germe de course 

5.1. Groupes periplieriques. Toujours avec les notations (2), (15), (22) 
et (3.1.1) precedemment introduites, donnons-nous un voisinage tubulaire 
d'une composante irreductible S de S dans B, epointee de I'origine 
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€ : la paire {W^,S°), S° := S \ {0}, est homeomorphe a la paire 
{S° X D(l), 5° X {0}). Soit s e Sing(P5) le point d'attache de la transformee 
stricte S de S. Quitte a permuter les coordonnees {xs,ys) du systeme local 
que I'on a fixe en (21) (pour definir la notion d'liomeomorpliisme excellent) 
nous supposons que = est une equation de <S. Nous choisissons aussi 
e > assez petit, pour que := Eg^{Wi) se retracte sur le 2-tore {\xs \ = 

\ys\ = !}• 

Proposition 5.1.1. est incompressible dans M* . 

Preuve. II suffit de montrer I'incompressibilite du tore {\xs\ = £, \ys\ = 1} 
dans Bg. Ceci se fait par utilisation repetee du theoreme de Van Kampen, 
cf. par exemple la construction d'un voisinage ouvert de T>s par "assemblage 
bord a bord" faite en [9]. □ 

Considerons les lacets m, resp. p, de meme origine, traces dans Wg et 
definis par : {xs.ys) o rn{t) = (ee^^'^^l), resp. {xs,ys) ° p{t) ■= (e, e^*'^*). 
Au point c := Es{m{0)), les classes d'homotopie rric, resp. pg G ^1(1^51 c), 
des lacets Eg o m, resp. Eg o p, donnent la decomposition en somme di- 
recte : tti{W^,c) = Zrric ® Zpg. L'abelianite de ce groupe implique que 
I'isomorphisme de tti(W^,ci) sur 'iti(W^,C2) induit par un chemin reliant 
dans Wi deux points ci et C2, ne depend pas choix de ce chemin. Ainsi, la 
decomposition en somme directe de 7ri(VFs,c) se transporte canoniquement 
en tout point de Wi : 

Vg^^ := TTiiWi, c) = Zme Zp, C 7ri(]B*, c) , c e Wi . 

Definition 5.1.2. Nous appellerons trie le meridien, pc le parallele et V§ ^ 
le sous-groupe peripherique, associes d la composante S, au point c. 

La propriete geometrique suivante de ce sous-groupe, rendra sa decompo- 
sition "intrinseque" . 

Proposition 5.1.3. [10] Le sous-groupe ^ est egal a son normalisateur 
dans 7ri(B*,c), i.e. G vri(]B*,c) et CP^^^C^ C 7ri(W|,c)) ^ C S 
' S,c- 

On en deduit immediatement : 

Corollaire 5.1.4. La decomposition en somme directe 

de tout sous-groupe P = C'Psc^'^' ^ ^ '^i(®*)C), conjugue a Vg ^, est 
intrinseque, i.e. elle ne depend pas de Q ^ 7ri(]B*,c). 

5.2. Conjugaison des structures peripheriques. Nous allons voir que 
les meridiens et paralleles canoniques definis en (5.1.2), associes aux com- 
posantes irreductibles de 5, sont des invariants topologiques. 

Theoreme 5.2.1. Soit U un voisinage ouvert de S dans M et ^ un homeo- 
morphisme de U sur un voisinage U' de dans M' , tel que ^{S) = S' Ci U' . 
Alors, pour toute composante irreductible S de S et tout point c d'un voi- 
sinage tubulaire de S \ {0} dans B, I'isomorphisme de 7ri(B*,c) sur 
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7ri(]B'*,c') induit par <I>, envoie respectivement le meridien rric et le parallele 
pc associes d S, sur le meridien m^, et sur le parallele p^, associe a la com- 
posante ^{S), au point c' := ^(c). 

Preuve. Remarquons d'abord que induit un isomorphisme de la structure 
peripherique ^ de 5, sur celle V^^ ^ de S' := $(5*). En effet donnons-nous 

un voisinage tubulaire de S, deux voisinages tubulaires W' et W" de 
S" \ {0} dans B', ainsi qu'une boule B" C B' de centre 0, tels que T^" nB" C 
C W . Ces inclusions induisent au niveau des groupes fondamentaux, 
deux morphismes Z-lineaires 

dont le compose est un isomorphisme. Ainsi : 

(27) ^*(^5,c)=^Kc'- 

Le theoreme de marquage (2.6.3) donne I'existence d'un homeomorphisme 
excellent g qui est fondamentalement equivalent a ^. Nous pouvons supposer 
que W" n B" C g{W) C W et g induit un isomorphisme de ^ sur 

'^S',g{c)- Visiblement g*(mc) = m^^^-, et g*{pc) = p'g^^-j, car le releve E'^r^ o 
g o Es se prolonge aux diviseurs exceptionnels. L'equivalence fondamentale 
entre g et ^ donne I'existence d'un element C, de 7ri(B*,c') tel que 

(28) o = K o : ^i(B*, c') ^i(B*, c') , 

oil designe I'automorphisme interieur de 7ri(B*,c') defini par et ou «; 
est I'isomorphisme canonique de 7ri(B*, g'(c)) sur 7ri(B*,c'), donne un che- 
min quelconque trace dans W' , joignant g{c) a c' . Les relations (27) et (28) 
donnent I'egalite Q'P'^, ^/C~^ = D'apres la proposition (5.1.3), C ap- 

partient a V^, La restriction de a V^, ^, est I'identite, car ce groupe 
est commutatif. En restreignant (28) a ^, on obtient I'egalite = Kog^. 
D'ou : 

$*(mc) = K{g^{mc)) = K(m^(^-)) = m'^, ; 
de meme <I>*(pc) = p'^'- D 

6. Demonstration du theoreme d'invariance (4.0.2) 

6.1. Demonstration de I'assertion (2). D'apres la proposition (2.7.4), 
on ne change pas le probleme en composant a gauche ^ par un germe 
homeomorphisme Gi : (B', S') — >{^' , S') qui est ^-''-isotope a I'identite. Soit 
S, resp. S' une une courbe holomorphe lisse transverse a T, resp. T' , en 
un point m ^ S, resp. en m' := ^(m). II est aise de construire 0i tel 
que 0i(^'(S)) et S' aient meme germe en m'. L'assertion (2) se deduit 
immediatement de (2.7.2) et (2.7.3). 

6.2. Invariance des indices de Camacho-Sad des separatrices. Nous 
allons prouver I'egalite {*)s de l'assertion (1) du theoreme (4.0.2), lorsque s 
est le point d'attache d'une transformee stricte S d'une composante irreduc- 
tible S de S. Nous reprenons les notations utilisees en (5.1) et nous designons 
aussi par p : Wg — )• 5 n Ws la fibration en disques telle que yg o p = Vs, par 
7,1 le lacet trace sur I'axe Xs = 0, tel que i/s o 7n(t) := e^*™*, < t < 1, par 
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q le point de coordonnees (0, 1/2) et enfin par T la transversale p~^{q)- 

Donnons-nous une suite {qn)neN de points de T tendant vers q, tels que le 
lacet 7n se releve, via p, en un chemin r„ d'origine contenu dans I'ouvert 
{\xs\ < ^} et trace dans la feuille de Zi contenant On pent voir qu'une 
telle suite existe toujours et que 

(29) CS(Z,5,s)= lim [ —. 

Fixons un reel 0„ s] — vr, vr] different des arguments de g„ et de r„(l) puis, 
dans le disque coupe 

T n {arg(xs) ^Bn, < < 1/n} , 

tragons un chemin ^„ d'origine qn et d'extremite Tn{l). Puisque la partie 
reelle de 2^ ^ est bornee, la partie reelle de I'indice de Camacho-Sad 
(29) est donne par : 



(30) Re(CS(J:,5,s)) = lim — , ou I„ := /" 

n^oo n 2nr Jp 

La classe d'homotopie dans 7ri(B*,c„), c„ := Es{qn), c 
decompose dans la structure peripherique ^ C 7ri(B*,c 



Si an est un lacet quelconque d'origine qo, d'extremite qn, trace dans T\{(7}, 
la classe dans 7ri(B*,co) du lacet A„ := anvr„v^„va~^ est done : 

(31) A„ = /„mco + npco . 

Fixons maintenant les memes donnees au point s' := G{s) d'attache de la 
transformee stricte S' de S' := ^(5). Designons par {xs'^Vs') '■ W^/^^B(1)^ 
les coordonnees locales au point s', issues du systeme local C, par p' : W'^, — )• 
S' n W^/ la fibration en disques definie par y^' ° p' = Us' et par q' £ S le 
point de coordonnees (0, 1/2). Notons aussi T' := p'~^{q')- Nous laissons au 
lecteur le soin de prouver que, quitte a le composer par un homeomorphisme 
J^'-isotope a I'identite, ^ satisfait les proprietes suivantes : 

- ^iy) C y, oti y est r image par Es d'un voisinage tubulaire du cercle 
{xs = 0, \ys\ = 1} dans le tore {\xs\ < 1, \ys\ = 1} et V' est I'image par 
Es' du tore {\x'^, \ < 1, = 1} ; 

- "commute aux fibrations" , i.e. E'g, o p' o E^} o'^ <^y = ^! oEgo poE^^ . 
Comme en (29) nous avons I'egalite : 

CS(Z',5',s')= lim / 

n^oo 2mn J^oEn ^s' 

La variation de I'argument de x'^, est bornee, car ^ est transversalement 
holomorphe -et done holomorphe en restriction a T. Ainsi : 



(32) 



Re(CS(Z:,cS',sO) = lim , Jn := ^ [ 
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Visiblement la classe de ^ o dans 7ri(]B*, ^'(q'o)) est egale a Jnm'^^^^-^ + 
^P'vi/(co)' d'ou : 

(33) Jnm'^(co) + ^P'^ico) = ^*(^n"^co + ?^Pco) • 

Le theoreme (5.2.1) donne I'egalite : = J„. Grace a (32), CS{T,S, s) et 
CS(^',5',s') ont meme partie reelle. Leur difference est un nombre entier, 
puisque leurs exponentielles sont les valeurs propres de la derivee des holo- 
nomies de S et S' -et celles-ci sont holomorphiquement conjuguees, car ^' 
est transversalement holomorphe. lis sont done egaux. 

6.3. Invariance de tous les indices de Camacho-Sad. La preuve repose 
sur la formule classique d'indice [1], indiquant que I'auto-intersection d'une 
composante D du diviseur exceptionnel, est egale a la somme des indices 
de Camacho-Sad le long de Z?, en tous les points de singulier du feuilletage 
situes sur D. 

Considerons les filtrations des diviseurs exceptionnels £s ■= E^^{0) et 

£q:= £s^ £-2^ ■■■ et £q := £'s ^ £[ ^ £'2 ^ ■ ■ ■ 

definies par induction de la maniere suivante : £j-i \ £j est I'union des com- 
posantes D de £j-i, de valence 1 dans £j-i- Elles aboutissent a I'ensemble 
vide, car les graphes duaux de ces diviseurs sont des arbres. Visiblement 
G{£j) = £j, pour tout j. Pour obtenir les egalites (*)s du theoreme en tout 
point s € Sing(^) et pour toute composante D de Vs, il sufht de demontrer 
pour tout j > I, I'assertion suivante : 

(*)j I'egalite {*)s du theoreme est vraie en tout point s G (Sing(P5) \ 
Smg{£j)), pour chaque composante D contenant s. 

Or la formule d'indice donne I'implication (*)j =^ (*)j4.i et (*)o exprime 
I'invariance des indices de Camacho-Sad des separatrices, que nous venons 
de prouver en (6.2). D'oii la conclusion. 

7. Demonstration du theoreme de classification (4.0.3) 

Conservons toujours les notations (2), (15), (22) et (3.1.1) et plagons- 
nous sous les hypotheses du theoreme (4.0.3). Nous allons construire une 
realisation globale de la conjugaison (g, f)) sur un voisinage de Vs dans Bs, 
qui induit une realisation de (g, f)) sur un voisinage de S dans B, satisfai- 
sant les conclusions (a)(b)(c) du theoreme. Nous procederons par induction, 
en construisant les homeomorphismes cherches de proche en proche, sur les 
"pieces elementaires" d'une decomposition appropriee d'un voisinage du di- 
viseur total Vs dans Bs, decrite en (7.2). 

7.1. Description de I'induction. Le lemme d'extension (7.3.2) ci-apres 
est I'outil cle qui permet d'effectuer "le pas" de I'induction, mais il permettra 
aussi de I'initier. Etant donne une realisation {(j),(j),h) de (0,f)), donnee sur 
une fibre T de la fibration de Hopf d'une composante du bord de K, il donne 
une condition topologique simple (•) qui permet d'etendre cette realisation 
en une realisation sur une piece elementaire K ; de plus : 
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1. la restriction de cette extension a une fibre de Hopf quelconque de 
toute composante connexe de dK^ satisfait aussi la condition (•), 

2. lorsque T est contenue dans I'intersection de deux pieces elementaires 
adjacentes, les realisations donnees par ce lemme sur chacune de ces 
pieces, coincident necessairement sur leur intersection. 

Ainsi, si nous disposons d'une realisation sur une piece elementaire , nous 
pouvons I'etendre, de proche en proche, sur tout un voisinage de Vs dans 
Bs- Pour prouver le theoreme, il suffit done de pouvoir utiliser le lemme 
(7.3.2) dans le contexte oii D est la transforme stricte de la composante 
irreductible de S contenant m, T = et de prendre pour la piece 

elementaire associee a D. Au paragraplie (7.6) nous prouverons I'existence 
d'une representation ((71,51, h) de la conjugaison (g, f)), qui satisfait dans ce 
contexte la condition (•)~^ ^ des hypotheses de (7.3.2). Ceci qui achevera la 
preuve du theoreme. 

7.2. Pieces elementaires. Fixons deux tubes de Milnor, cf. (22), Te pour 
S et 7^', pour 5', les reels e, e' > etant choisis assez petits pour que G{Te) C 
7^', et que chaque hypersurface reelle {\xs\ = 1} et {\ys\ = 1}, s G Sing(Z), 
ainsi que {\xs'\ = 1} et {\ys'\ = 1}, s' G Sing(Z'), separe le tube en deux 
composantes connexes et intersecte son bord transversalement (suivant un 

2- tore). Notons : 

'H:= U {|x.| = l}U{|y,| = 1}, n' := (j {\x,,\ = l}U{|y,,| = 1} . 

seSing(Z) s'GSing(^') 

Nous appelons ici piece elementaire de Te, resp. de TJ,, toute intersection 

o o 

K := K, r\ Te, resp. K' := K' PI T^,, ou /C, resp. K,' , est I'adherence d'une 
composante connexe deTeXV., resp. 7^' \ T-L' . Pour chaque piece elementaire 
K, resp. K', une et une seule des deux eventualites suivantes est realisee : 

- K, resp. K', contient un (unique) point s de Sing(T), resp. s' G Sing(T') 
et est contenue dans le domaine Ws de la carte {xs,ys), resp. W^' de 

- K, resp. K', contient un compact D° := \ Ws, 011 D designe une 
composante de Vs, resp. P5/ et s decrit I'ensemble des points singulier 
de T, resp. T' ; de plus, quitte a restreindre de nouveau e ou e' > 0, 
la restriction de la fibration ttd a K D 7r^^(9D°), est une fibration en 
disques ; 

Dans le premier cas la piece elementaire sera notee Kg, resp. Kg' et elle sera 
notee dans le second cas. 

L 'intersection de deux pieces elementaires distinctes est soit vide, soit un 

3- tore plein. D'autre part, comme g est excellent, nous avons les egalites 

G{K, n Vs) = Kci,) nVs', . G Comp(p5) U Sing(Z) , 
et G{K,) est un voisinage ouvert de -?^g(.) ^^S' dans Kq^^,). 

7.3. Extension de realisations. Fixons une composante D de Vs et une 
fibre de Hopf T := vr^^(c) H Te, en un point c du bord de D°, cf. (23). 
La composante connexe C de dD° contenant c, est un cercle bordant un 
disque Ws fl s G Sing(Z)- Fixons aussi une representation {g,g, h) de la 
conjugaison (g, \]), avec g excellent et supposons e > assez petit pour que 
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G := Eg, o g o Eg\f^ soit defini sur 7^ et a valeurs dans 7^' . Ainsi c' := G{c) 
est un point du bord de D'° , D' := G{D). Notons T' := ■K~j^{c') et supposons 
donnes un germe de biholomorphisme i;^^ : (T, c) (T', c'), ainsi qu'un pro- 
germe a I'infini 4)00 ■ {T,oo) — )■ (T',00) qui releve (ps, tels que {4>s-,4>oo-,h) 
soit une realisation de (g, t)) sur T et T'. 

Conventions 7.3.1. Pour B cM* et B' C M'*, nous notons : 

7ro(S, 00) := l^c/gii^ j,^o(5 n U*) , 7ro(-B', 00) := ^t/gu^, j,,^o(-B' n ?7*) . 

Lemme 7.3.2 (d'extension de realisations). Designons par K , resp K' I'une 
des deux pieces Kd ou Kg et notons : Z := K (1 T>s et Z' := K' n T>si. 
Supposons que cp et la restriction deg a T* induisent la mime application 

^. =5. : 7ro(r*,oo) — ^ 7ro(r'*,oo) , 

et, dans I'eventualite K = Kg, supposons aussi realisee Vegalite des in- 
dices de Camacho-Sad : CS{T, D, s) = CS{^' , D' ,G{s)). Alors il existe des 
homeomorphismes ^ : V ^ V' et ^ : V* ^ V'* tel que, pour toute compo- 
sante D de Ds Qui intersecte K , on ait : 

(a) V, resp. V , est un voisinage ouvert de VsCiK dans K , resp. de Vs'riK' 
dans K' , $ releve ^ i.e. o $ = $ o q^~^ et ^^zr\b° ~ ^\znb° ' 

(h) ^ respecte les fibres de Hopf au dessus de K (1 D° , plus precisement 
^b' ° ^\vn-.-^\vnb-) = Go T^b\vnb-' «^ec D' := G{b) ; 

(c) le germe de la restriction de ^ d T est egal a (j)s et le pro-germe de la 
restriction de ^ a T* est egal a (poo ! 

(d) si Von designe par Is germe de $ le long de K Vs et par $00 Ig 
pro-germe d I'infini de alors {^s^^oo^h) est une realisation de la 
conjugaison (g, f}) sur V et V' , au sens de (7.3.1) ; en particulier <1> est 
une conjugaison transversalement holomorphe entre les restrictions de 
feuilletages et T'^y, ; 

(e) pour chaque t € D° fl K, les restrictions de g et de ^ a Tf := TT^^{t), 
induisent la meme application 

9\f; . = * . : ^o(?;, cx)) ^ ^o(?'t' , 00) , T/, := {t') , t' := G{t) . 

De plus, les homeomorphismes que Von ohtient ainsi, pour les eventualites 
K = Kd et K = Kg, coincident sur Vintersection de leurs domaines de 
definition. 

7.4. Demonstration du lemme (7.3.2) pour K = Kd. D'apres le theo- 
reme (3.3.1), (p conjugue la representation d'holonomie de ^ le long de D°, 
a celle de T' le long de D'°. Classiquement : 

(a) il existe des systemes fondamentaux {Wk)keN et (VF^)fcgN de voisi- 
nages de D° , resp. D'° , dans K , resp. K' et des homeomorphismes 
de Wk sur Wj^, tels que : 1) pour tout k, I, et coincident 
sur Wk n W^, 2) les intersections de Wk, resp. W^, avec les fibres 
de TTo, resp. ttd', sont des disques conformes -et done et K* , 
resp. W'l et K* , sont homotopes, 3) Sat jiT D Wk,Wk) = Wk et 
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Sat^(r' n W;^, W^) = Wl^, 4) TTD' o <5fc = G o TTDiw^, 5) les restric- 
tions de (p de $fc d Wk H T coincident, 6) $fc conjugue o, 

Posons : 

V — Wq, V' := Wo , ^ := «>o • 
Notons A := y n T et A' := y n T' . D'apres la propriete 2) (a) ci-dessus, 
la restriction de g a chaque composante connexe V*^ de V* , j3 € 7ro(y*), 
resp. 

de l^'*, /3' G 7ro(y'*), est un revetement universel de V* ^ resp. 
de y* ; il en est de meme pour les composantes connexes A*" de A* au 
dessus de A*, a e 7ro(A* n V*^) et pour celles A'*" de A'* au dessus de 
A'*, q/ G 7ro(A'*). Fixons /? € vro(F*), a G 7ro(A* n V*^) et designons par 
<j)/3 ■ y*l3 _^ y'*P I'unique homeomorphisme qui releve $ sur V*^ et qui 
coincide avec (f) sur A*", /3' correspondant ici a la composante connexe de 
V'* , qui contient (/)(A*"). Nous allons demontrer : 

(i) ne depend pas du choix de a G '?ro(A* n F*^) ; 

(ii) riiomeomorphisme ^ : V* ^ V'*, qui est egal a en restriction a 
chaque composante V*'^, A G 7ro(y*), satisfait les conditions (a)-(e) du 
lemme (7.3.2). 

- Preuve de (i). Par unicite des releves de $ sur le revetement V*^ , 
il suffit de montrer que pour tout k G 7ro(A* n V*l^) les applications et 
(j) coincident en un point particulier de A**^ ; en fait nous allons prouver 
I'egalite des germes a I'infini de leurs restriction a A**^. 

II suffit pour cela de montrer que $'^(A*'^) et (/)(A*'*) sont contenus dans 
une meme composante connexe A**^ de A'* PI y'*^ . En effet, conjugue 
Z-\y*P ^ Zjy'P' et se factorise a travers les espaces de feuilles de ces feuille- 
tages. On a done le diagramme commutatif suivant : 

(A*'',oo) ^ (A'*'^',oo) 



A Q^' 



A' 



oil T designe le germe a I'infini de la restriction de a A**^, 

^ ^ |A*«oo ' 

les fleches verticales designant les pro-germes canoniques definis en (2.3) ; 
d'autre part ce diagramme commute aussi lorsqu'on prend pour T le germe 
a I'infini (/>|^*k ^ de la restriction deep a A*'^, car (cps, 4>oo, h) est une represen- 
tation de (g, f)) sur T; I'egalite = 0ia*h^ decoule de la proposition 

(2.3.1) qui affirme que t^.k et r^,,„' sont des -^n-monomorphismes. 
Considerons maintenant les revetements connexes naturels 

: □ vro (a: n V*",^) =: U^^ ^ D° , At := 7r^\t) D V , 

teD° 

et x'^,:l\7ro{A':nV'*^',oo)=:U'/^D'°, A[ := ^~}{t) r^V . 
teD'° 
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Les applications g et envoient toute composante connexe de R V*^ sur 
une composante connexe de ^'^'(t) ^ V'*^' , definissant ainsi des morphismes 

de revetements et <I>f , 

X/3I O IxJ?' , A = , ou bien A = $f , 

Notons qu'au dessus du point c, et ^ff coincident au point a € 7ro(A*, cxd) c 
IIq precedemment fixe; en effet nous avons les egalites : ^>^(a) = </>(a) = 
g^{a), la premiere provenant de la construction de et la seconde de 
I'hypothese (•)- ^. On en deduit I'identite $f = g^ . En utilisant de nouveau 

(•)^ ~, cette identite donne : $f (k) = (k) = pour tout k G 7ro(A* n T^*^) 
ce qui acheve la preuve de (i). 

- Preuve de (ii). lei D = D et K (1 D° = D°. Les assertions (a), (6) 
et (c) sont satisfaites par construction. Lors de la preuve de (i), nous avons 
aussi prouve I'assertion (e). II reste a montrer (d), c'est a dire que le pro- 
germe a I'infini $00 defini par fait commuter les diagrammes et 
(**)^ de la definition (2.7.1). 

Preuve de la commutativite de ■ Pour deux families co- finales Un £ 

^T,T,vjEs(T) 6t U'n G W'jr, Y.\jEgi(T')-' ^ ^ donuous nous des applications ho- 
lomorphes hn,p de Q~ dans Q~' , telles que h = limp lini „ hn^p- Par definition, 

Un Up ^ / 

la commutativite de Mt^ signifie la commutativite de tous les diagrammes 

(34) Tni i'Tp 1 n>p, 

-jr hn^ ~JI 

oil T„ := T^*. (7„ et Tp := Tyi*^i sont les pro-germes canoniques intrduits en 
(2.3). Pour prouver cela, il suffit grace au theoreme (1.1.1), de determiner 
des voisinages ouverts Vn,p de D° dans Kd, tels que : 

(35) Vn,p C Un , ^iVn,p) C et T^ p O $1^^^^ = hn,p o Tn,p^y^^^ , 

oil 

Tn,p ■ Vn,p ^ QUn '^^ '^n,p ■ ^'n,p ~^ 

designent les application de passage au quotient par la relation d'equivalence 
definie par et respectivement. Prenons pour 14,p un ouvert 
du systeme fondamental donne en (a), I'indice K{n,p) € N etant choisi assez 
grand, pour que les inclusions ci-dessus soient satisfaites. L'egalite de (35) 
etant une egalite d'applications, elle est satisfaite des qu'on la verifie^ sur 



9. Notons qu'un tel argument n'est pas valable pour prouver directement l'egalite de 
pro-germes : o = hn,p ° Tn, sans les realiser prealablement sur les ouverts Vn,p, cf. 
(2.2.1). 
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un recouvrement iy^p)^ de V*.^. Posons : 

oil A$^ p est la composante connexe de A* ^ correspondant a a. La pro- 
priete 3) de (a) implique que les V^p recouvrent Vn.p- D'autre part la pro- 
priete c. de la definition de (J^, S U £'5(T))-admissibilite de Vn^p enoncee 
en (1.1), implique que chaque feuille de la restriction de ^ a V^p inter- 
secte (transversalement) AJ^^ en exactement un point, definissant ainsi une 
submersion-retraction-integrale premiere holomorphe r" de Vn^p sur A^ p. II 
est clair d'apres 4) (a), que $(A^ p) est une composante connexe de A'* ^ , 
ou A^ p := y^ p n T' = <I>(A„^p). On dispose egalement d'une submersion- 
integrale premiere r''^ definie sur le sature y'n,p de <I>(A5^ p) dans V'n^p et 
a valeurs sur <I>(A5^p). Visiblement V'^p = ^(V^^p) et, par 6) (a), le dia- 
gramme suivant commute : 

















i^^p 


(36) 



















A*^ 

njp 


5(A-p) 









A'^ 

n,p 




'^(K.p 







It' 









D'autre part, $ et (/> coincident sur A*. Aussi la commutativite du dia- 
gramme {k)^ de la definition (2.7.1) implique celle du diagramme suivant si, 
ce que Ton supposera, on a choisi I'indice K{n,p) assez grand : 



(37) 



r et r' designant toujours les applications de passage au quotient. II est 
maintenant clair que la commutativite de (36) et de (37), donnent la re- 
lation r' o $|~ = hnri°Tnn,rr de (35). Ceci termine la preuve de la 
commutativite de M^, ■ 

Preuve de la commutativite de {•*rk)^ . (p^o fait commuter le diagramme 
(**)^ de la definition (2.7.1) : 

r A r~ 



(★★)t Qi t) i' 

v ^ r~ 

J- oo ' ^ Tl* 



'OO* 



■ oo T'*,oo 

i((/?) := (/?|^*, resp. t'((/?) := V'l'f'*- En appliquant alors le sous-lemme suivant 
avec Wx := Es{T), W2 := Es{V), W{ := Es'{T') et := Es>{V'), on 
obtient directement la commutativite de (**)3, . 

Sous-Lemme 7.4.1. Soit Wi C W2, resp. W[ C W2, des sous-varietes de 
IB, resp. B', non-contenues dans S, resp. S' et telles que Wi n 5 7^ 0, resp. 
W[ D S' ^ f/i. Soit ^2 '■ W2 — > W2 relevant un homeomorphisme ^2 '■ W2 — )• 
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W2 tel que '^{Wi) = W[. Alors (avec les notations introduites en (2.7)) les 
proprietes de commutation du diagramme {**)^^ ou du diagramme ( 
ci-dessous sont equivalentes : 



A; = 1,2, 



avec : *i := ^'2,^,, ik{^) ■= et := ipy^,,^. 

Preuve du sous-lemme. II suffit d'utiliser que les lignes du diagramme ci- 
dessous sont formees de monomorphismes : 





r 

J- 00 


l-k 


r~ 




8 i 








r' 

^ 00 







r 

00 


<-2 




^ r~ 


i 








r' 










VK{*,oo 


et 




= ^iw'i ■ 





avec iiofv) := (PiTt;* et i\r,(ip) := w.fv^,^ . □ 



Ceci acheve la demonstration de (u), et done aussi celle du lemme (7.3.2) 
dans I'eventualite K = K£,. 

7.5. Demonstration du lemme (7.3.2) pour K = Kg. Supposons que 
ys = 0, resp. t/s' = 0, est une equation locale de D, resp. D' et adoptons les 
notations : 

Pa,m := {l^.l < A, \ys\ < f^} , Pl,^ := {\xs'\ < A, \ys'\ < M , 
(38) Ta,;, := {Ix^l < A, ly^l = /i} , J'^^^ := {\xs'\ < X,\ys'\ = 1^} ■ 
2^A,M := {\xs\ = A, \ys\ < /i} et 1'^^^ := {|x^/| = A, < ^} . 
Designons par X, resp. X' , le champ de vecteurs reel tangent a T, resp. 
j;', dont le flot s'ecrit {xs,ys,t) ^ {F{xs,ys,t),e''ys), resp. {xs',ys',t) ^ 
{F'{xs',ys',t),e^ys')- 

Nous allons d'abord construire $ et $ qui satisfont les assertions (a)-(d) 
du lemme, puis nous modifierons ces deux homeomorphismes, sans affecter 
(a)-((i), pour satisfassent aussi I'assertion (e). 

Etape 1 : construction de Grace au theoreme (3.3.1), le germe (j)s 

conjugue les holonomies de T_ei ] il s'etend done au voisinage des disques 
epointes : 

Dl ■= {0 < < 1, = 0} , D',^ ■= G{D1) = {0 < |x,' | < l,y,> = 0} , 

definissant un unique germe de d'homeomorphisme <I>£)o de (Ws,-D*) sur 
(>V^/,-D^^) qui conjugue et commute aux fibrations de Hopf : ttdi o 

$£50 = Gottd- Notons que le germe est holomorphe pour \xs\ assez petit, 
disons \xs\ < a, car il est transversalement holomorphe par construction et 
G, qui est excellent (2.6.2), est holomorphe sur un polydisque P^,/? -et verifie 
aussi : 

Xs' o G|p^_^ = Xs|p^_^ , ys' o G|p^_^ = ys\T^^^ ■ 
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L'egalite des indices de Camacho-Sad permet d'appliquer le theoreme de 
conjugaison enonce en [11], cf. (5.2.1) [6]. Celui-ci affirme que le germe 
s'etend au point singulier s : il pent etre represente par un homeomorphisme 
defini sur un polydisque Pi^e,0<e<aeta valeurs sur un ouvert 
contenant un polydisque F'^ qui conjugue T k T' et verifie ttdi o = 
G o 7r£)|p^ ^ ; de plus est holomorphe sur Fa,e- Quitte a restreindre a et 
e > 0, nous pouvons aussi supposer que 

- le champ X est transverse au tore Ta^t et X' est transverse a I'hyper- 
surface analytique reelle H := ^£)^{Ta,e), 

- H n'intersecte pas le tore T'^ ^, 

- pour a' > assez petit, (P^, ^ \ H) possede deux composantes connexes 
et celle qui ne contient pas s, contient T^'^p ; nous designons par P'^, -|^, 
son adherence. 

Fixons un tel a' et nous recollons avec I'homeomorphisme $c donne 
par le sous-lemme ci-dessous : designons par Di, resp. D'^^ la composante de 
Vs, resp. P5/, contenant s, resp. s' et differente de D, resp. D' . 

Sous-Lemme 7.5.1. // existe un homeomorphisme defini sur un voi- 
sinage ouvert Vc de la couronne C := {xs = 0, e < \ys\ < 1} dans {\xs\ < 
a'l e ^ 5; 1}; d valeurs sur un voisinage ouvert Vq, de C := P'^, ^n{xs' = 
0} dans P'^, ^, qui conjugue Ty^ d T\^yi , coincide avec restrictions 
a Vc n Ti^e; satisfait la relation ttj^i o ^cip) = G o ttdi{p), pour \ys{p)\ > /? 
et verifie ': Sat^(Fc n Ti,, Vc) = vl 

Preuve du sous-lemme. Elle se fait par la construction classique de relevement 
de chemins, que nous laissons aux soins du lecteur d'expliciter dans ce 
cas. □ 

Nous obtenons un homeomorphisme $ defini sur Pi^^ U Vc- Nous posons 
V := {\xsys\ < C} C Ws, V := ^{V) et $ := apres avoir choisi C > 
assez petit, pour que V soit contenu dans Pi^^ U Vc, • 

-Etape 2 : construction de II est clair (avec les notations (7.3.1)) que 
les applications naturelles 

(39) 7ro(TJ,i, 00) TToiV*, 00) , M^'li, 00) MV'*, 00) , 

induites par les inclusions T| C V* et l^'li C V'*, sont des bijections. 
Ainsi tout releve <l?Xi 1 • 1 ~^ de la restriction de ^ a , se pro- 
longe de maniere unique en un homeomorphisme ^ : V* ^ V'* qui releve 
$. Pour choisir ^, appliquons d'abord le lemme (7.3.2) dans I'eventualite 
K = Kd (pour laquelle il est prouve) ; nous obtenons un homeomorphisme 
defini sur un voisinage Vd° de D° et un releve $z)o defini sur V^o 
qui satisfont assertions du lemme. Or (6) et (c) induisent I'unicite de ces 
homeomorphismes, des que (c) est realisee. Comme <^ satisfait aussi (c), sa 
restrictions a T^^i coincident en germe avec celle de Nous pouvons done 
prendre pour I'extension de sur V* ., quitte a restreindre C > 

pour que T^^i soit contenu dans Vd°- 
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-Etape 3 : demonstration de {a)-{d). Les assertions (a)-(c) sont trivia- 
lement satisfaites. Pour (d) nous devons prouver la commutation des deux 
diagrammes de la definition (2.7.1). Pour la commutativite il suffit de 

recopier litteralement la preuve effectuee precedemment dans I'eventualite 
K = Kq. II reste done a prouver la commutativite de . 

Pour cela remarquons d'abord, avec les notations de I'etape 2, que le 
triplet (<^oo, <I)£)o, /i) etant une realisation de la conjugaison (0,f]) sur V sa 
restriction , ^,7^* , h) est une realisation de (g, f)) sur %c 1. Nous avons 

done le diagramme commutatif 



(40) 









(^C.1,00) 













h ^ 


-^00 



r et t' designant les pro-germes canoniques. D'autre part, F et F' etant de 
type generaux, ils satisfont la condition (TG)(iii) et leurs singularites aux 
points s et s' ne sont pas de type noeud. Classiquement, on a : 

Sous-Lemme 7.5.2. II existe des voisinages ouverts U de VsHK dans K et 
U' de P5/ n A'' dans K' et des retractions par deformation R : U* UOTli 
et R' : U'* ^U'n 1'^ ^ telles qu'en notant Ux := (Ps n AT) U R-^{11^^)) et 
U'^ := {Vs' n K') U i?''^i(^'LA))' on ait : 

(1) la famille (C/a)o<a<1) resp. (f/j^)o<A<i; forme un systeme fondamen- 
tal de voisinages de Vs H K dans K , resp. de Vs' H K' dans K' ; 

(2) tout point p de U\, resp. U'^ est dans la meme feuille de F_\u*, resp. 
F^\ui*, que R{p), resp. R'{p). 

Les (uniques) releves de ces retractions definissent, grace aux proprietes 
(1) et (2) ci-dessus, des germes a I'infini i?oo et R'^ qui font visiblement 
commuter les diagrammes 



(y*,oo 




(T*,oo) (y'^oo) 



R' 



(T'^oo) 




amsi que 



(y*,oo) 


^ {V'\oo) 




iR'^ 






(T*,oo) 


(T'*,oo) 



(41) 



La commutativite de {-k)^ decoule directement de la commutativite de ces 
trois diagrammes et de celle de (40) : 
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{V*,oc) 




-Etape 5 : modification de ^ et de ^ pour satisfaire (e). A priori I'homeo- 
morphisme $ que nous avons construit peut ne pas satisfaire (e) . Cependant 
il induit sur 7ro(TJ ^, oo) la meme application que Ij, 

(42) $o = ?o : vro(T^^i, oo) 7ro(f '^^i, oo) . 

En effet $ et 5 induisent les memes applications de 7ro(TJ 1, 00) sur 7ro(T'J j^, 00), 

car $ £)o satisfait (e) ; I'egalite (42) se deduit alors des bijections (39) et des 
bijection similaires 

(43) ^o(Tl,i,oo)^7ro(y*,oo) et 7ro(f '^^i, oo)^^o(V^*, 00) . 

Nous allons composer a gauche $ par le germe a I'infini d'un releve d'un 
"twist de Dehn le long des feuilles de J^'" a support un petit voisinage de 



{V'\oo) ^ {V'*,oo) 
^ —00 

0« 



q' i 
—00 ^ 



{V',Vs) ^ iV',Vs) 

Nous prouverons ensuite que ©oo ° ^ satisfait (e) ainsi que {a)-{d), deja 
verifies par ^. 



A) Construction de Q et Q. Designons toujours par D' la composante de 
Vg/, d'equation locale Xg' = 0. Sur le disque D' nW'g,, considerons le champ 
de vecteur reel 6, de Hot (i, y<j') ^ e^*'^*?/^', fixons une fonction differentiable 
u a support dans une couronne {xg' = 0,<; < \ys'\ < 1}, < <^ < 1 et 
egale 1 sur le cercle C := D' (1 {\ys'\ = 1} et designons par Y le champ de 
vecteurs sur V' tangent a T', se projetant sur wd par vr^,. Pour des temps t 
variant dans un intervalle / C M fixe, le flot de Y est defini sur un meme 
voisinage ouvert Ui de D dans Wg' ; il se releve en une unique application 



V'* qui vaut I'identite pour lngi o q'\ < definissant done un 



germe a I'infini T^oo '■ (y'*, 00) — t- (V'*, 00). Visiblement le germe T„oo fibre 



au dessus de C, i.e. vr/j' o q' oTr 



ttd' o q' ~ ^, pour n G Z. II defini 



-"°°|T'* ":ioo|T'^ 
un automorphisme T„. : 11' ^^11' du revetement naturel : 

p :U' ^C' , p'~^{p) ■■= vroCfp*, 00) , Tp := 7r^^(p) . 
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Nous allons poser := T„,o et := T„(,, I'entier uq etant choisi de la 
maniere suivante : 

- fixons un point a du cercle C := {\xs\ = l,ys = 0} = K n D° et un 
element v de vro(r*, oo), Ta := 7r^^(a) ; considerons le revetement natu- 
rel p : n — >■ C de C de fibres p~^{p) ■= 'Ko{T*, oo) et les automorphismes 
de revetement au dessus de G : 

W 

i p' , A = $. ou A = g., 

c 

definis par $ et ^; d'apres I'egalite (42) et les bijections (39) et (43), 
les images a' := ^.{i') et a" := g,{i') appartiennent a la meme fibre de 
I'application l, : 7ro(T^/*,oo) — > 7ro(T'^ j^, oo), induite par I'application 
d'inclusion l : T^,* ^ ^ ; d'autre part Taction suivante de Z sur la 
fibre de p' au point a' := <l>(a) = G{a) e C : 

coincide avec Taction de 7ri(C",a') Z sur cette fibre, induite par le 
revetement p' ; les orbites de celle-ci correspondent aux fibres de l,. 
Nous prenons pour no Tunique entier tel que Tno.{cr') = a". 

B) Preuve de (a) -(e) pour o (^^. Les proprietes (a)-(c) sont trivialement 
satisfaites ; la propriete (d) resulte de la proposition (2.7.4). II reste a prouver 
(e), c'est a dire a montrer les egalites 

«»t (e o $^.). = g^,^ : 7ro(f;, oo) 7ro(T'^(,) , oo) , 

pour tout t € C et pour tout t & C. Dans le premier cas, vaut Tidentite 
sur au dessus de C et $ coincide par construction avec Thomeomorphisme 
$_Do donne par le lemme dans Teventualite K = Kd ; or nous avons deja 
prouve que ce dernier satisfait (e). Considerons done le cas t E C'. Triviale- 
ment (0)i equivaut a I'egalite (0 o $), = g, des morphismes de revetements 
(♦) (00$). ' definis en posant A — o et A — ^oo- H suffit done 

de montrer I'egalite sur une fibre, c'est a dire (0)a- Celle-ci est verifiee sur 
Telement a de 7ro(rj*,oo) precedemment fixe : (0 o $).((t) = g,{cr). Comme 
Too agit transitivement sur 7ro(T/',oo), on est ramene a verifier I'egalite 
(0 o ^),{ip,(a)) = g,{ip,{a)), pour tout ip G Too; celle-ci resulte directe- 
ment de la commutation de (**)@o5 ^ : 

^^^^ (0 o $).((P.(ct)) = [(0 o $)*((^)].((0 o $).(a)) = iUy^Mg.ia)) 

= {a*{v) °g).{<y) = {a°^).{<y) = ?.('/'. (c^)) • 

Ceci acheve la demonstration du lemme (7.3.2). 

Preuve du sous-lemme (7.5.2). Lorsque la singularite de ^ en s est reso- 
nante non-linearisable, la construction des retractions se deduit facilement 
des constructions effectuees dans la partie (4.2) de [9]. Si la singularite est 



n 

pi 
c 



G 
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linearisable, elle satisfait la condition (TG)(iii) et on peut fixer les coor- 
donnees {xs,ys) de telle sorte que le feuilletage peut etre defini sur K par un 
champ de vecteurs holomorphe qui s'ecrit : ^s-^ + ^Vs^^, avec A = Ai+iA2, 
\j G M, verifiant que si A2 = alors Ai < 0. Prenons U = si A2 7^ et 
U = K n {\ys\\xs\~''^^ < 1} si A2 = 0, et considerons la retraction par 
deformation Rt : U* ^ U HTli donnee par 

_±s_^ia{xs,ys,t) ^i{\ia{xs,ys,t)-t\2\og\xs\) 

\Xs\* ' j 

oha{xs,ys,t) = j;^log{\ys\\xs\^^^^) si A2 / et a{xs,ys,t) = si A2 = 0. □ 

7.6. Fin de la demonstration du theoreme (4.0.3) : initiation de 
I'induction. Placons nous sous les hypotheses et les notations du theoreme 
(4.0.3) et designons par Si, resp. S[, le transforme strict de la composante 
Si de S, resp. S'l de S", contenant m, resp. m' et notons s, resp s' , leurs 
points d'attache sur les diviseurs exceptionnels. Grace a la propriete enoncee 
en (2.7.4) d'invariance par T ou J^'-isotopies, nous supposons que S, resp. 
S', est contenu dans I'image Es{Tq), resp. Es'{Tq), d'une fibre de Hopf 
To, resp. Tq, contenue dans I'intersection des pieces elementaires Ks H Ksi, 
resp. Ks' n Kgi . De meme, quitte a composer la representation {g,g,h) de 
la conjugaison (g, [)) par homeomorphismes S ou 5'-isotopes a I'identite, cf. 
(2.5.3), nous supposons I'egalite des germes {g(Ti),m) = (S', m'). Enfin nous 
ordonnons les coordonnees locales Xs, ys sur Ws, resp. Xg', ys' sur W^,, pour 
que ys = 0, resp. ys' = 0, soit une equation locale de Si, resp. S[. Nous 
notons ici : 

T:=Es{{\xs\ = l,ys = 0}) et T := Es'{{\xs'\ = l,ys' = 0}) . 

Pour demarrer I'induction decrite en (7.1), nous allons construire une repre- 
sentation {gi,gi,h) de la conjugaison (g,f)), qui satisfait la condition topo- 
logique (•) du lemme d'extension (7.3.2) dans le contexte D = Si, T = Tq 
et {(j),(j),h) = {ip,tp,h). Celle-ci s'ecrit de maniere equivalente : 

V^. = gi. : 7ro(S*,oo) — ^ 7ro(S'*, 00) , 

Un calcul similaire a (44) et les memes arguments que ceux utilise dans cette 
partie, montrent que ■i/'. = ffi., des que I'egalite ipmio') = gi.{cr) est realisee 
pour un element particulier de 7ro(S*,oo). Fixons (Tq G 7ro(S*,oo). D'apres 
le lemme (7.6.1) ci-dessous, g,{cro) et V.(<^o) appartiennent a la meme fibre 
de I'application l, : 7ro(S'*,oo) — ?• 7ro(T'*,oo) induite par I'application d'in- 
clusion L : E'* ^ T'*. Or en utilisant I'image directe Eg'^Y du champ de 
vecteurs Y construit a la partie A de I'etape 5 precedente, il est aise d'obte- 
nir un homeomorphisme S"-isotope a I'identite ^ : B' — >W , dont le releve ^ 
verifie : ^.(5.(o"o)) = '0.(o"o)- H suffit de poser gi = g etgi ■= ^og, pour 
achever la demonstration. 

Lemme 7.6.1. Sous ces hypotheses, on a I'egalite des applications suivantes 
induites par g et tp : 

90 =i^0 ■ vro(T*, 00) — > 7ro(T'*, 00) . 
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Preuve du lemme (7.6.1). Adoptons les notations suivantes, avec T = Too, 
resp. r = r^. Pour 99 G F, (^^ est rautomorphisme induit sur 7ro(T*,oo) 
resp. 7ro(T'*,oo). Pour un sous-ensemble A de 7ro(T*,oo), resp. 7ro(T'*,oo), 
on pose : 

r(^) := y(^V\^(,{A) = A}. 

Enfin pour G C P, nous notons : vr(G) le sous ensemble des elements a de 
7ro(T*,oo), resp. 7ro(T'*, cxj), tels que ip{o') = a pour tout (/9 G G. Si Ton se 
donne un relevement h : (B*, 00) (B'*, 00) d'un germe d'homeomorphisme 
h : (B,5) ^ (]B',y),telque/i(T,5) = {T,S') et si Ton note /lo : 7ro(f*,oo) - 
7ro(T'*,oo) et /i* : Poo — > P^, les applications induites, nous avons visible- 
ment les relations suivantes, pour A C 7ro(T*, 00) et G C Poo : 

(45) KiT^A)) = rUhoiA)) , h{n{G)) = TUK{G)) . 
Nous allons conclure grace a ces relations et au sous-lemme suivant : 
Sous-Lemme 7.6.2. Pour un singleton {ctq} C 7ro(T'*), on a : 

^(P'^({ao})) = W. 

En efFet, en utilisant cette identite, les relations (45) et la commutation du 
diagramme (**)^ de la definition (2.7.1), il vient : 

{V^o(^o)} = ^{rUMWo}))) = vr(V^*(Poo({ao}))) = 

7r(ff*(Poo({ao}))) =vr(P:^(9o({<^o}))) = {50(^0)}. 
Ce qui acheve la demonstration du lemme (7.6.1). □ 

Preuve du sous-lemme (7.6.2). Trivialement on I'equivalence element 

(46) a G vr(P:^({ao})) ^ (tUWo}) C TUW})) • 

Comme P^ agit transitivement sur 7ro(T'*,oo), nous pouvons poser a = 
foiao) et, grace a (45), T'^{{cr}) = (f(r'^{{ao})) = o T'^{{ao}) o (f'^. 
L'equivalence (46) devient : 

^o(^o) G vr(P:^({cTo})) iV(P'^({ao})) , 

oil, pour un sous-groupe G de T'^, ^(G) designe le normalisateur de G 
dans T'^. Pour prouver le sous-lemme, il suffit done de montrer I'egalite 

Pour cela, fixons un point po dans la composante connexe de T'* corres- 
pondant a o"o et identifions P^ a iri{M'*,po), pQ := q'{po), via I'isomorphisme 
X : 97 i-> (?' o 7i^, S P^, ou 7<^, designe un chemin trace dans B'*, d'origine 
po et d'extremite ^p{po). D'apres (5.1.1), T'* est incompressible dans B'* et 
son groupe fondamental pent etre considere comme un sous-groupe de ce- 
lui de B'* ; visiblement xi^'ooiWo})) = '^i(T'*,po)- La proposition (5.1.3) 
permet de conclure. □ 
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